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SUR  UN  GK1TÉRIU1I1  RELATIF  A  LA  THÉORIE 
DES  SECTIONS  CONIQUES; 

Par  M.  HALPHEN. 


On  détermine  une  conique  par  trois  de  ses  points  et 
par  son  centre,  et  il  s'agit  de  distinguer  les  cas  oit  cette 
conique  est  une  ellipse  de  ceux  ou  elle  est  une  hyper- 
bole. 

Pour  résoudre  cette  question,  Steiner  adonné  le  cri- 
térium suivant  :  Soient  a,  b,  c  les  trois  points,  tracez 
les  trois  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  milieux 


des  segments  ab,  bc,  ca.  Ces  trois  droites  partagent  le 
plan  en  sept  régions,  dont  quatre  ne  contiennent  aucun 
des  points  a.  h,  c.  Si  le  centre  est  dans  une  quelconque 


(  6   I 
es  quatre  régions,  la  conique  est  une  ellipse;  s'il  est 

dans  une  quelconque  des  trois  autres,  la  conique  est 
une  hyperbole. 

Dans  la  figure  ci-contre,  les  quatre  premières  régions 
sont  distinguées  par  des  hachures  qui  les  couvrent. 

\  i<  :  maintenant  une  seconde  question  qui  se  présente 
ici  : 

Le  centre  étant  place  de  telle  sorte  que  la  conique 
soit  une  hyperbole,  on  demande  de  distinguer  la  répar- 
tition des  trois  points  entre  les  deux  branches  de  cette 
hyperbole . 

et  voici  la  réponse  : 

Chacune  des  trois  régions  qui  contiennent  a,b  \ou  c 
est  subdivisée  en  quatre  parties  par  les  trois  droites  ab, 
bc,  ca.  savoir:  un  triangle,  un  angle,  et  deux  bandes 
comprises  entre  deux  droites  parallèles. 

Si  le  centre  est  dans  un  angle,  les  trois  points  sont 
sur  une  même  branche  de  lin  pet  bole. 

Si  lr  centre  est  dans  un  triangle,  celui  des  trois 
points  qui  est  un  sommet  de  ce  triangle  est  sur  une 
branche,  les  deux  autres  sur  l'autre  branche. 

Si  le  centre  est  dans  une  bande,  les  points  sont 
répartis  de  la  même  manière  que  pour  le  triangle  qui 
a  un  angle  opposé  par  le  sommet  à  l'un  de  ceux  qui 
limitent  cette  bande. 

Sur  la  figure,  la  répartition  est  représentée  par  un 
trait  qui  sépare  les  points  appartenant  à  une  branche  de 
ceux  qui  appartiennent  à  l'autre  branche.  Ainsi  a  \  bc 
-  gnifie  que  a  est  sur-  une  branche,  b  et  c  sur  l'autre. 

I  m  isageons  maintenant  les  mêmes  questions  pour  une 
conique   déterminée  par  trois  de  ses  tangentes,   et  i 

<  •  n; 


(: 

1    ut  ce  qui}  s'applique  exactement  à  ce  nou- 

blème,  pourvu  que  Ion  env     g     les  droites  ab, 
.  ca  comme  étant  les  tangentes  données.  Pour  là  répar- 
tition des  tangentes  entre  les  branches  d  hyperbole,  on 
derra  considérer  a  comme  désignant  la  droite  bc,  b  la 
ite  ca.  c  la  droite  ab. 
Remarquons,   en  terminant,  cette  conséquence  :  Sur 
une  même  branche  ci  hyperbole  on  prend  trois  points 
quelconques .  /        entre  de  la  courbe  est  toujours  da 
un  des  angles  opposés  j  ommet  à  ceux  du  tnari  g 

formé  par  i  is  pointe     1     est  aussi  dans  un  des 

angles    opposés  par  le  sommet  à    ceux    du    trian. 
mè  par  les  tangentes  en  ces  trois  poi\ 


SLR  QIELQLES  APPLICATIONS  DL  THEOREME  DE  SAYARÏ, 
RELATIF  \l\  ENVELOPPES  DES  COLRBES  PLANES: 

Par  M.   H.  RESAL. 


I.   Soient,  dans  un  plau. 

S     une  courbe  qui  roule  sur  une  courbe  nxe    S    : 
A  le  point  de  contact  de  cet 
R.  R  leurs  rayons  de  courbure  en  ce  point  : 
ma  une  courbe  tracée  dans  le  plan  de    s)$ 
p  =  \m  la  longueur  de  la  normale  abaissée  du  point  A 

sur  m a  ; 
-  l'angle   formé  par  la  direction  de  A  m  avec  celle  de  R  : 

le  rayon  de  courbure  eu  7n  de  la  courbe  mn  : 
3    :       lyon  de  courbure  au  même  point  de   l'enveloppe 

ma  de  cette  i 

Fn  supposant  qo     S         v  »  opposent  leni  - 


(  8) 
le  théorème  de  Savary  consiste  dans  la  formule 

Dans  le  cas  où  les  courbes  (S)  et  (S')  seraient  inté- 
rieures l'une  à  l'autre,  on  affecterait  du  signe  —  le  plus 
grand  des  rayons  de  courbure  R  et  R'. 

Nous  allons  d'abord  déduire  de  l'équation  (i)  quel- 
ques théorèmes  connus,  en  admettant  que  (S)  et  (S')  sont 
deux  circonférences. 

2.  Enveloppe  d'une  hypocycloïde  ou  d' une  êpicy- 
cloïde.  —  Supposons  que  am  soit  la  courbe  décrite  par 
un  point  d'une  circonférence  (S()  de  rayon  R,  roulant 
intérieurement  sur  (S)}  la  normale  en  m  doit  passer  par 
le  point  de  contact  de  ces  deux  circonférences,  qui  se 
confond  par  suite  avec  A. 

Pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  p,  de  ma,  nous 
remplacerons  dans  la  formule  (i),  eu  égard  au  sens  des 
courbures,  p'  par  —  p, ,  R  par  —  R  < ,  R'  par  R, ,  en  suppo- 
sant de  plus  p  =  o.  Il  vient  ainsi 

i\  ii 


Pi 


p     p)  '  u,      R 


Le  rayon  de  courbure  p'  de  l'enveloppe  de  ma  se  déter- 
minera au  moyen  de  la  formule  (i)  en  y  remplaçant 
p  par  p,,  ce  qui  donne 


i 


P  —  P        ?i 
d'où,  par  addition, 


p)C0S'       R   -ÏT 


I 

i; 


h     ) .....  =  — . 

/'      /'  R« 

Cette  dernière  équation  définit  bien  l'épicycloïde  Hé- 


(  9  ) 
crite  par  un  point  de  la   circonférence  (S«)  roulant  sur 
la  circonférence  (S'). 

Réciproquement,  1  hypocycloïde  ma  est  l'enveloppe 
des  positions  de  l'épi cyeloïde  déterminée  par  un  point  de 
la  circonférence  (  S<  )  roulant  extérieurement  sur  (S'). 

3.  Enveloppe  de  la  développante  d'une  circonfé- 
rence concentrique  à  (S).  —  Dans  ce  cas,  l'angle  ©  est 
constant  et  l'on  a  évidemment 

p  H-  o  =  R  cos^, 

et  le  rayon  de  la  circonférence  développée  est  R  sin  ». 
La  formule  (i)  donne  par  suite 

COSCp  1 

yzrp  =  û' 

d'où 

p'  —  p  =  R'  coscp  : 

ce  qui  est  bien  l'équation  de  la  développante  de  la  cir- 
conférence concentrique  à  (S')  et  dont  le  rayon  serait 
R'  sin  es. 

4.  Enveloppe  d'une  circonférence  (S4)  de  rayon  o 
dont  le  centre  se  trouve  sur  la  circonférence  (S).  —  Si 
nous  considérons,  par  exemple,  le  point  m  de  la  partie 
intérieure  de  l'enveloppe,  on  a 

p  -+-  p  =  aRcostp, 

et  la  formule  (i)  donne 


2RR 

d'où,  par  addition, 


?  ^'^mv1'05?' 


11  ".K-+-1V  r 

Mais  en  supposant  p  =o,  cette  dernière  formule  ferai» 


(     IO    ) 

connaître  le  rayon  de  courbure  p'de  l'épicycloïde  décrite 
par  le  centre  de  (S<  ).  D'où  il  suit  que  la  branche  consi- 
dérée (et  il  en  est  de  même  de  l'autre  en  remplaçant  o 
par  — p)  est  parallèle  à  cette  épicycloïde. 

.">.  Quelles  que  soient  les  courbes  (S)  et  (S')  et  la  na- 
ture de  l'enveloppée,  l'enveloppe  peut  être  décrite,  au 
moins  en  partie, par  un  point  du  plan  d  une  courbe  (S<  ) 
qui  roulerait  sur  (S').  —  Soit  R,  le  rayon  de  la  courbe 
cherchée  S,  au  point  A.  La  formule  (i)  donne,  en  y  Tai- 
sant z  =  o  et  remplaçant  Pi  par  R, , 

i  i  \  ii 

Y  —P       P  J  Ri        K 

et,  eu  retranchant  celte  équation  de  la  formule  précitée, 
on  trouve 

.    .  II  pcostp 

(a) 


K,"     R       (p-hp)p' 
on  \oit  ainsi  que  la  nature  de  la  courbe  (Sj)  est  indé- 
pendante de  la  forme  delà  courbe  (S'). 


(3) 


().   Si  L'enveloppée  est  une  droite,  on  a  p  —  »   et 
i  i         cos«         i         i 


R,        K  v  K        U 


«•m  désignant  par  I)  la  portion  de  la  normale  en  A  à  (S) 
déterminée  par  la  droite. 

Dans  le  cas  où   Sv  est  une  circonférence  et  L'enveloppée 
un  rayon  d<'  cette  circonférence,  on  a  p~  Rcoscp,  d'où 


(  )n  vériûe  . » i j i > i  que  l'enveloppe  est  l'épicycloïde  dé- 
crite par  un  point  de  la  circonférence,  dont  le  diamètre 
es!  15 .  «pu  roulerai!  sur  i  S 


(  "  ) 

7.  Supposons  maintenant  que  am  soit  Ja  développante 
d'une  circonférence  concentrique  à  (S),  et  dont  le  rayon 
est  par  suite  Rsincp.  JNous  avons 

p  -+-  prr:  R  cos  cp 

et  la  formule  (2)  donne 

[  1  0  I      /  R  COS  CD  —  1)    k 

I  H ! > 


R        R   ' 


R,        R       p 
d'où 


Coso 


Soit  9  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  ?nA  =  p  du 
point  de  la  courbe  cherchée  (Si  )  avec  une  droite  mx  fixe 
dans  son  plan.  L'angle  formé  par  la  normale  en  A  cà  (St  ) 
avec  mx  étant  9 —  co,  l'angle  de  contingence  est  rfB,  et 
l'on  a  par  suite 

R;- — sp — ' 

et,  en  vertu  de  la  formule  (4), 

dp  1* 

p  6  T      ' 

d'où,  en  désignant  par  A  une  constante, 

/>  =  Ae  tans?9, 

ce  qui  représente  une  spirale  logarithmique  si  A  est  po- 
sitif.  L'origine  delà  spirale  roulant  sur  la  circonférence 
(S')  ne  décrira  qu'une  courbe  intérieure  à  cette  circonfé- 
rence, qu'elle  ne  rencontrera  que  pour  8  =  — co  (  *  ). 
Donc  l'origine  de  la  spirale  ne  décrira  que  la  portion 


(')  On  reconnaît  facilement  que,  entre  8  =  6  et  8  =  -  »,   la  Ion 

gueur  de  l'arc  de  la  spirale  est  finie  et  a  pour  valeur  -; ■ 

si n  a 


(  "3  ) 

extérieure   à  (S)   de  la  développante  du  cercle  concen- 
trique ayant  pour  rayon  R'sincp. 

La  partie   intérieure  de  l'enveloppe  sera  obtenue  en 
prenant  A  négatif. 

<S.    Enveloppe  dune   normale  à  une  ellipse  (S)  qui 
roule  sur  une  courbe  fixe  (S')  (  '  ). 

Soient,  dans  une  position  quelconque  : 

BB;—  ici  le  grand  axe  de  l'ellipse  dont  O  est  le  centre; 

1  l'intersection  de  la  normale  en  A  aux  courbes  (S)  et  (S'  » 
avec  le  grand  axe: 

r?iy  la  normale  enveloppée  rencontrant  BB'  en  J,  m  dé- 
signant le  point  correspondant  de  l'enveloppe  ; 

a  l'angle  donné  ?sJB  et  a  l'angle  variable  AIB. 

Nous  attribuerons  aux  lettres a^b^c  leurs  significations 
ordinaires  et  nous  poserons 

(5)  *     m  =  tanga,      m'—  tang a\ 
d'où 

(6)  rf«'  = 


j  -h  ni 


•  t 


Nous  savons  que  la  normale  au  point  A  de  l'ellipse 
rapportée  à  ses  axes  a  pour  équation 


i       m   l  x 


<  i  que  les  coordonnées  de  ce  point  onl  pour  expressions 

B)  "  ,         y    — 


Soient  a  , .  j  ,  les  coordonnées  de  l'intersection  1  des 
i  >  problème  »<  rapport!  .<  Ii  question  des  •  ngrenages  elliptiques 


(  >3  ) 
normales  \.l  et  AI;  on  a 


v.       ml  £4 '  ),      r,  -   m'ia-i-- -  -  ), 


d'or 


///  ///' 


.r,  =  

//?  —  m 


'  \  a2    -  /;-  //?-        y  #2  -+-  b2m"2  1 


et,  en  se  reportant  aux  valeurs  (  8  j, 


Ki-V- 


"     '    •=.  -h  - _.      > 

///  —  m    \  v  ^^  bimî       K  tf-v-fâm'*  ' 

///'         /  c~  m  b-m'  —  a1  m  \ 

w  —  m'  \  v;,^  ^1  /,^        y  «a  __  ^  ^  ij 


On  déduit  de  là,  pour  la  distance  AL  =  D, 

1  /  r-  m  Wiri  —  a1  m    v 

[q  l  D  ~  —  ■ — ,      —  =-  4-     .  \  1 


m'2. 


Nous  avons  pris  le  signe  — pour  le  radical,  pour  que 
l'on  obtienne  un  résultat  positif  quand  on  suppose 
/?/  -=.  m\  et  l'on  obtient  ainsi 

(IO)  D  =  R  =  a~  />2   (       \^% l%  Y  > 

ce  qui    est  bien  l'expression   connue  du  rayon  de  cour- 
bure de  l'ellipse. 

On  déduit  des  formules  (8),  (9)  et  (10) 

\    Rt  v  r/-  4-  /;-//*  2 

(il)    ■ 

v      ■    i  m  —  m 

I  X  zrzrzrmr3^= . 

Soient  mx  une  droite  fixe  dans  le  plan  de  (  S,      partant 


(  '4  ) 

du  point  m  qui  sera  l'origine  des  coordonnées  auxquelles 
on  rapportera  cette  courbe;  ds  l'élément  commun  à  (S) 
el  i  S,  ),  h  l'angle  formé  par  mi  avec  mx.  Nous  avons 

k      de       de  , 

et,  d'après  l'équation  (m), 


(  m  —  m  '  )  dm  ' 
x  {at+  b*  nr-  )  j  ^  m  s 'at-h^m'*  +  (  b-  m'  —  a*  m  )  [  fl«  +  W 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérons  le  roulement  à 
partir  du  moment  où  B  se  trouvait  sur  ($'),  et  nous  sup- 
poserons que  mx  coïncidait  avec  la  portion  initiale  de 
m,],  de  sorte  que  l'on  a  H  =  a  pour  a'  =  o  ou  mf=  o. 

Nous  avons  ainsi 


i    ()   -    :i  PC  I  an  £  m'  H-  a  —  /72  />2  \  a1  -j-  6*  m2 
i)  J  /**'  i  m  —  m')  dm' 


/       *Jo     ù7î-h//2m'2)fr2mvV/-  +  6* m'1  +  (  6*  m'  —  a*  m  )  \  ^*-^/>2///]' 
L'équation  (io)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


'A  ,  ..  /      i  +  m19 


d'où 

fl*6*(l+  m'*)  dm 


ds 


b-m  t)1 

Nous  avons  ainsi  pour(S|) 

.    .    ,       a%b%{  i  +  m  »)  sine  dm' 
,  d/       tfrsinQ 

\  (a*-hb*m 

f  1 3  )      / 

a*6*(iH-in")cos6rfm' 
j  rfy  cwcos8 ^ 1 

et  les  équations    is    el  (i3)  permettront  dedéterminer 


|  .5  ) 
x  et  y  en  fonction  de  la  variable  auxiliaire  ///.  On  peut. 
d'ailleurs,  en  remplaçant  celte  variable  par  une  autre, 
convenablement  choisie,  simplifier  et  même  réduire 
quelques-unes  des  transcendantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  de  x  et  j  . 


NOTE  Slllt  LES  COORDONNÉES  BIPOLAIRES; 

Pau  M.  P.   BARBÀRIN, 

Professeur    au    lycée   de    Mec 


1.  Dans  le  système  des  coordonnées  bipolaires,  un 
point  M  est  déterminé  par  ses  distances  FM  =  p , 
F,  M  =  p»,  à  deux  points  fixes  F,  F<  appelés  foyers  ou 

Fig.   i . 


M' 


pôles.  Si  le  point  M  est  assujetti  «à  décrire  une  certaine 
courbe,  il  y  a  entre  ses  coordonnées  bipolaires  p,  p,  une 
relation 

F(p,  pi)  =  o 

qui  est  l'équation  bipolaire  de  cette  courbe.  Récipro- 
quement, toute  équation  de  celte  forme  représente  une 
courbe. 


(  »6  ) 

On  peut  construire  géométriquement  le  point  M  en 
décrivant  deux  circonférences,  l'une  du  point  F  pour 
(entre  avec  p  pour  rayon,  l'autre  du  point  Ft  pour 
centre  avec  zt  pour  rayon.  M  sera  un  point  commun  à 
ces  deux- circonférences.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces 
deux  courbes  ont  un  second  point  commun  M'  symé- 
trique du  premier  par  rapport  «à  la  droite  FF4.  Donc 
toute  courbe  dont  l'équation  a  la  forme 

F(?>  ?i)=o 
est  symétrique  par  rapport  à  la  droite  FF,,  que  nous 
appellerons  pour  cela  axe  polaire  ou  focal. 

Soit  O  le  milieu  de  FF,  $   considérons  deux  axes  rec- 
tangulaires :  Ox  dirigé  suivant  OFetOv;  soient x,  7  les 
coordonnées  cartésiennes  du  point  M  par  rapport  «à  ces 
leux  axes;  on  a,  en  posant  OF  =  c,  OF,  =  —  c, 

i  p*  =  (■#  —  <?)*  +  v-. 
(l) 

système  d'équations  déterminant  p  et  p,  en  fonction  de  x 
et  y.  Ces  formules  servent  à  transformer  l'équation  bi- 
polaire 

F(p,  pt)  =  o 

en  l'équation  cartésienne 

F    v>r  — c)s-KvJ.     \/(x       c."-' --  v-'  —  o. 

11  est  facile  d'en  déduire  des  équations  permettant 
d'opérer  la  transformation  inverse,  caries  équations  (1) 
soustraites  l'une  de  L'autre,  membre  à  membre,  donnent 

d'où 

-       -_p!z  •  '•-(?;- 

(•  [6( 

'•'  16 


(  '7  ) 
Il  est  facile  de  trouver,  en  fonction  de  p  et  p,,  la  dis- 
tance p'  d'un  point  M  à  un  autre  point  F'  de  l'axe  po- 
laire.   Soit,  en  effet,  OF'  =  c'  et  soit  m  la  projection 
de  M  sur  l'axe  5  on  a  successivement 


p2  —  (c'—  c)2 4-  p'2—  2 (c'—  c)mF' , 


(c'  +  c)2+p'2-2(c'+c)mF'; 


éliminons  mF  entre  les  deux  équations  et  nous  aurons 

(C'+C)p*—  (C'—  c)p2—  2Cp'24-(c'—  c)2(c'-+-c) 

—  {c'—cf  (c'-f-c), 
c'est-à-dire 

(3)        2Cp'2=(c'-f-c)p2—  (c'— c)p2  H-2C(C'2— c2). 

II.  Tangente  à  la  courbe.  —  Soient  M,  Mt  deux 
points  voisins,  (p,  p,  ),  (p-j-Ap,  p,  -f-  Ap4  )  leurs  coor- 
données :  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  Ap  et 

Ap,  >o. 


Décrivons  du  point  F  comme  centre  l'arc  M  H,  et  du 
point  F4  comme  centre  l'arc  MI;  nous  aurons 

M,H  —  Ap,     IM1=Ap1. 
Or,  dans  les  triangles  MHM<  et  MIM,, 

Ap         sinHMM,         Ap,        sinlMM, 


sinMHM!  sinMIM, 

Ann.  de  Malhémat.,  3e  série,  t.  I.  (Janvier  1 882.) 


(   '8  ) 
donc,  en  divisant, 

A?        sin  HMM]    sinMIM, 

A?!        sinlMM,    sinMHMt 

Lorsque  le  point  M,  tend  à  se  rapprocher  du  point  M 
Ja  corde  MM]  devient  tangente  en  ce  dernier  point,  les 
angles  MIM <  et  iVIHMi  sont  droits,  et  si  l'on  désigne  par 
V  et  V4  les  angles  que  fait  la  tangente  dirigée  vers  M4 
avec  les  rayons  FM  et  F{  M  prolongés,  on  a 

lim  HMM,  —  r  —  V,     lim  lMMt  =  -  —  V,  ; 

2  2 

donc 

do         rosV 

(4) 


dpx       cosN'j 
cette  formule  détermine  la  position  de  la  tangente. 

Théorème.  —  Les  projections  d'un  segment  quel- 
conque de  la  tangente  sur  les  rayons  vecteurs  sont  dans 
le  même  rapport  que  les  différentielles  des  rayons  vec- 
teurs du  point  de  contact. 

Caries  projections  du  segment  //  sont  //cosV,  /jcosY,, 

et  Ton  a 

ftcosV       dp 
hcos  \  |       dpi 

Si  l'on  désigne  par  U,  U,  les  angles  que  fait  la  normale 
avec  les  rayons  vecteurs,  on  a 

U  =  ï-V.     U,=  ~   Y,; 

2  2 

donc 

dp         sinU 


(4') 


dzx      BinU| 
Lea  formule!  (  4  )  et  (4')  éubltei  au  cas  où  A~  et  Ap, 


(  >9  ) 
sont  ^>  o  sont  vraies  dans  tous  les  cas,  comme  on  pour- 
rait le  démontrer  par  une  analyse  directe. 

III.   Asymptote.  —  Soit  M  un  point  qui    s'éloigne 

Fis.  3. 


KY     < 

/  X 

• 

y/\    / 

''    ^ 

• 
* 

/ 

x»  m\ 

/' 

\ 

\ 

s 

i      )..._. -  .  \ 

\ 

\'' 

F* 


indéfiniment  sur  une  branche  de  courbe;  dans  le  triangle 
MF*  F,  nous  avons 


d'où 


p2=r4c2H-p2— 4cp1cosMFIF, 


cosMF^ 


4cs 


4^p] 


Lorsque  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment,  p  et  p, 
tendent  simultanément  vers  oo  ,  mais  les  rayons  FM,  F<  M 
tendent  vers  des  positions  limites  qui  sont  parallèles  à  la 
direction  asymptotique.  On  a  donc  alors 

^\  p2  p2     ,      Lc1 

(5)  coscp^limcosMFiF^lim- f —  ; 

4cp! 

cp  est  l'inclinaison  de  la  direction  asymptotique  de  l'axe 
polaire. 

TW-  -P?   P2-+-4C2  !..  /-*• 

réciproquement,  si  — — 4- a   une   limite   hnie 

comprise  entre  —  i  et  -f-  i ,  lorsque  p,  et  p  tendent  à  la 
fois  vers  oo  ,   cette  limite  peut   être  considérée   comme 
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le  cosinus  d'un  angle  :p  qui  est  l'inclinaison  de  la  direc- 
tion asvmptotique  sur  l'axe  polaire. 

Pour  déterminer  la  position  de  l'asymptote,  abaissons 
du  point  F<  une  perpendiculaire  F,  A,  sur  cette  asym- 
ptote, et  du  point  M  la  perpendiculaire  Mra4  sur  F<  A, , 

nous  avons 

lim/?z1F1=:  A.|Ft; 
or 

F1/?i1  =  p:sinFîMm1  =  pt  sin  >  MFjF  —  - 

—  z .  i  s  in  M  F,  F  cos  ç  —  cos  If  F.  F  si: 
d'où 

(6)     A.iFt=  limp,  (sin  MF,  F  coscp  —  cos  M  F,  F  sin  - 

de  même  on  pourra  prendre,  pour  déterminer  la  position 
de  l'asvmptot    . 

AF  =  lime  sin  (  MFj*  —  ç), 
et  aussi 

00'=HAF-A>Fi) 

=  Jlimp  sin) MF. r —  r  |  —  ^limp,  sin(MF1F  —  . 

Réciproquement,  si  l'une  de  ces  trois  limites  existe 
quand  p  el  c,  tendent  simultanément  vers  ce  .  elle  déter- 
minera la  position  de  l'asymptote. 

IV.    Cas  particuliers.  —  Je  vais   appliquer    les  con- 
sidérations précédentes  à  l'étude  de  quelques  courbes. 
i°  J'étudierai   d'abord   les  courbes   représentées    par 

L'équation 

ci, 

dans  laquelle  «est  une  longueur  et  m  un  paramètre  po- 
litifou  négatif.  Ce  sont  les  ovales  de  Descartes.  En  ci î  1- 
itiaut  1  équation,  on  trou\c 


;  -  \  i 

co-  m 

Dans  les  ovales  cartésiens.  le  rapport  des  projection* 
d'un  segment  de  la  tangente  sur  les  rayons  vecteurs  est 
constant,  et  cette  propriété  est  caractéristique  de  ce^ 
court» 

On  a  encore 

»*  —  (aa  —  iiif      —  4C- 

cos  M  b  .  r  =  — 

I—  '  •;-     :-—  .;7.^:. —  41c" — a-ï 
4  C  :  | 

Si  m2  ^1.  ce  que  nous  supposerons  tout  d'abord,  cos  M  F,  F 
n'a  pas  de  limite  :  donc  les  ovales  n'ont  pas  d'asvmptote. 
Les  ovales  coupent  l'axe  O  v  au  point  pour  lequel 

2  a 


' 

m 

—  1 

et  l'axe  polaire  aux  points 

'               m  —  1 

—  c) 
m  —  1 

— 

m  —  1 

/-    = 

7  —  c) 
m  —  1 

La  distance  p1  d  un  point  de  la  courbe  à  un  point  F' de 
l'axe  polaire  est  déterminée  par  la  formule    3 

2czn-=z[c—      f —  (d —  c)pj-t-ac    -  :—  -:   . 

c'est-à-dire,  en  éliminant  p, 

»cp*=    c  -c^2a-mzxY-—Kc-c)?\-  -c-)c, 

icp  '-=  [(c  —  om'-—    c—  ci]::  —  jam        —       : 

—  ,  —  o. 


(     22     ) 

Le*  second  membre  est  une  fonction  du  second  degré 
dep-  :  on  peut  chercher  «à  rendre  ce  polynôme  carré  par- 
fait ;  il  suffit,  pour  cela,  qu'on  prenne 

4«2//l2(c'+C)2-  [4«2(C-^C)  —  2C(c'2  —  C2)] 

X  [m-(c'-f-  c)  —  ( V  —  c)]  =  o, 
ou 

(c'2  —  c-)  [4a2-f-  2c(c'—  c)  —  2c(c'+c)m2]  —  o. 

c'2  —  c2=  o  donne  comme  solutions  singulières 

c'~  c, 
c'  =  —  c, 

c'est-à-dire   les  deux  fovers  déjà   existants:   le  second 

facteur  donne 

,_  c-(i  —  m-)  —  2a\ 

°  (i  —  m-ÎJc        J 

cette  condition  remplie,  l'équation  en  o,    et  o'  devient 

alors 

ri       ia-    .,       _  ct  —  a*  8(c2-a2)2m2 

2  c p  -  = p"  —  8 am — —  o ,  h — , 

1  c    n  (i  —  m1  )c'  ■  il  —  m-  >*C 

ou 


2(C2—  '/=)//?   1 


ou  enfin 

,       9.m(  c-  —  a-  ) 
apt±:cp 

i  —  ///- 

Théorème.  —  Le  point  F*  déterminé  par 


c  == 


(i  -   m 


est  un  troisième  foj  er  pouvant  s  associer  à  l'un  de  ceux 
qui  existent  déjà. 

Iiiioiimi.  —  Les   ovales  cartésiens   sont   le  lieu  des 

points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deuj 
cercle*.  fixes  est  constant 


(  *3  ) 

En  effet,  posons 

ia  —  //iRl  —  R, 
nous  aurons 

p  -t-mp^wR,  —  R, 
ou  bien 

p  +  R 


Ri— pi 


=z  m. 


En  particulier,  considérons  les  points  tels  que  le  rap- 
port de  leurs  distances  aux  deux  foyers  est  constant.  Tous 
ces  points  sont  sur  l'ovale  cartésien 

p  —  jjip^     (a  =  o). 

Cet  ovale,  comme  nous  l'avons  démontré  plus  haut,  a  un 
troisième  foyer  F'  déterminé  par 

I  ■+-  771 ' 


I  —  771 

et  si  l'on  associe  ce  foyer  à  Fl5  l'équation  de  l'ovale  de- 
vient 

im(c~  —  a}  ) 

Cp    —  ' — — ^— ; -• 

(  i  —  m1  ) 

Cet  ovale  est  donc  un  cercle  dont  F'  est  le  centre,  ré- 
sultat déjà  connu  géométriquement. 

2°  J'ai  tout  d'abord  écarté  le  cas  où  m2=  i .  Je  reviens 
maintenant  à  cette  hypothèse  pour  étudier  successive- 
ment les  deux  courbes 

p  4-p,=  2<3, 

p  —  p!  =  2a. 

La  première  courbe  est  une  ellipse  que  son  équation 
définit  tout  entière.  La  tangente  est  déterminée  par  la 
relation 

cosV 

COSV! 

elle  fait  donc  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs, 


(  24  ) 

et  réciproquement.  11  n'y  a  pas  d'asymptote,  car 

(p,  —  p)2<z  -+-  4c2    _(?i  —  a)a-\-c7 


cos  M  F,  F 


4cpi 


limcosMFf  F=  -  ?    mais  a^>c  :  donc  l'angle  limite  o 

n'existe  pas.  Le  grand  axe  de  la  courbe  est  2a,  le  petit 
axe  2 y/a2 — c*  =  ib. 

La  deuxième  courbe  est  une  branche  d'hyperbole  en- 
tourant le  foyer  F,  ;  pour  avoir  l'autre  branche,  il  faut 

associer  à  l'équation 

p  — p,=  2a 
l'équation 

p,—  p  -2a, 

de  sorte  que  la  courbe  entière  serait  représentée   par 
l'équation  unique 

(P  —  Pi)2—  t\a}  —  o. 

La  tangente  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vec- 
teurs, car 

cosV 
cosV,  " 
On  a 

cos  MF>  =  (piH-p)*q-*-4c'  =  gjPi-«)±jg  9 

4cp,  cpi 

lim  cos  M  F  j  F=     5  «  étant  <^  c  :  il  y  a  donc  une  direc- 
c  J 

tion    asymptotique    déterminée     par    cos  o  =  -•    Four 

trouver  la  position  de  l'asymptote,  posons 

a'        b:        c-. 
nous  avons  alors 

\IKr-- ,        COSO=:-, 

C 
,        /, 

««in  M  F,  F  ^c'p*-  ,-h6,)î>     ùn(p=-i 

cPi 


(  *5  ) 
donc 

F,/w1=  -\as/?\—  2ap,—  62—  (apï-h  b2)]; 

en  multipliant  et  divisant  par  la  quantité  conjuguée,  on 
trouve  facilement 

b  2flPl(fl2+62)  +  è2(«!+  b*) 
F1m1= . f 

c  a\?\ — 2aPi — b'2 -\- a p { -+- b2 

d'où,  en  passant  à  la  limite, 

Ft  A,t=  limF^Zj  =  —  b  =  —  csincp. 

L'asymptote  passe  par  le  point  O,  centre  de  la  courbe.  Il 
y  en  aura  une  seconde  symétrique  par  rapport  à  l'axe 
•  polaire. 

3°  Tout  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  polaire  peut 
être  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

ap2H-  bp\  —  r2, 

a,  b  étant  des  nombres  positifs  ou  négatifs.  En  effet,  si 
l'on  calcule,  d'après  la  formule  (  3  ) ,  la  distance  d'un  point 
de  cette  courbe  à  un  point  fixe  F'  de  l'axe  polaire,  on 
trouve 

2Cp,2=  (c'  +  C)p2—  (c'  —  C)  r   ~~a?    +2C(C'2-  C2) 

=    c'  +  c  +  -(c'-c)  |p2H-2c(c'2  —  c2)  —  (c'—  c)-r  • 

Si  l'on  choisit  c'  de  façon  que  le  coefficient  de  p2  soit  nul, 

.  (a  —  b) 

c'—c —  , 

a  -H  b 


il  vient 


p"=  ^irbfW"  +  6>r2-  ^ab^ 


équation  d'un  cercle  dont  F'  est  le  centre,  et  le  rayon  a 
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,            /b{a-\-b)fl  —  Lclab  .     ,. 

pour  valeur  i  / — - ;  en  particulier,  pour 

a  =  b.  on  a 

c'=  o, 

f r2  —  2  acz p2  -f-  p  2  —  2  c2 

2  a  2 

Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  est  constante  est  donc  un 
cercle  avant  pour  centre  le  milieu  de  la  distance  des 
points  fixes. 

4°  On  appelle  ovale  de  Cassini  le  lieu  des  points  tels 
que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux  points  fixes  est 
constant. 

L'équation  polaire  de  cette  courbe  est  donc 

ppi=a*.; 

les  points  où  elle  coupe  l'axe  polaire  sont  donnés  par 

p  =  Pi=±:a; 

il  v  a  donc  trois  cas  à  distinguer  : 

a  <^  c  :  la  courbe  ne  coupe  pas  I  axe  O)  et  se  compose 
de  deux  ovales  séparés  entourant  chacun  un  foyer  j 

a  =  c  :  la  courbe  coupe  Taxe  polaire  au  point  O  et 
porte  alors  le  nom  de  lemniscate; 

a^>  c  :  les  deux  ovales  se  sont  confondus  en  un  seul 
qui  entoure  les  deux  foyers, 

Si  on  différence  L'équation  de  la  courbe,  on  trouve 

Pirfp      prfpi  =  o, 

(Imjic 


Cn>  \ 


De  celte  formule   re.s.sort    une    coiistrucl  ion    simple  de   11 

tangente  en  un  point  M  <1<  In  courbe  :  il  suffit,  en  effet. 


(  27  ) 
de  mener  MT  perpendiculaire  à  OM  et  de  prendre  la  s  y 

Fig.  4. 


métrique  MS  de  MT  par  rapport  à  la  bissectrice  MN  de 
l'angle  FMF,. 

Les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  polaire 
sont  ceux  où  l'on  a  aussi 

p  sinV  =  p,sin  V-!  : 

donc,  en  ces  points, 

p        sinVj 


ri 


jinV 


cos  V 

COSV!  ' 


de  là  résulte 


c'est-à-dire 


cos  V  sin  V  -+-  cos  \t  sin  Vt  —  o, 


it 


v=v1+-- 


Le  lieu  de  ces  points  est  donc  la  circonférence  qui  a 
O  pour  centre  et  OF  =  OFi  ±=  c  pour  rayon. 

5°  Le  système  des  coordonnées  bipolaires  est  quelque- 
fois utile  pour  faire  apercevoir  des  propriétés  de  cer- 
taines courbes  définies  par  rayons  vecteurs,  et  simplifier 
dans  certains  cas  la  recherehe  de  leur  équation  carté- 
sienne. 
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Ainsi  les  courbes  définies  par  l'équation 
1  1  1 

ne  sont  autre  chose  que  les  courbes 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


ou  enfin 


(0,     K'\/         K»\_    £ 


Ces  courbes  sont  donc  le  lieu  géométrique  des  points 
tels  que  le  produit  de  leurs  puissances  par  rapport  à  deux 

K2 
cercles  ayant  respectivement  F  et  Fj  pour  centres  et  —  > 

K2 

—r  pour  rayons,  soit  constant.  Ce  lieu  est  le  même  que 

celui  des  points  tels  qiîe  le  produit  des  tangentes  qui  en 
sont  menées  aux  deux  cercles  soit  aussi  constant. 

Lorsque  a=  b,  l'équation  de  ces  courbes  devient,  en 

posant  —  —  h, 


ou  bien 


a 


1  1  1 


Le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  des  tangentes 
qui  en  sont  menées  à  deux  cercles  égaux  est  égal  au 
carre  du  rayon  de  ces  cercles  jouit  donc  de  la  propriété 

sui\  aille  : 

/  a  connue  d<>>  carrés  des  inverses  des  rayons  vec- 
teurs est  constante 


^9_) 

GÉNÉRALISATION  DINE  PROPRIÉTÉ  DE  LA  SURFACE 
DE  L'ONDE; 

Par  UN  ABONNÉ. 


On  sait,  comme  l'a  fait  voir  M.  Mac-Cullagh,  que  si 
par  le  centre  o  d'un  ellipsoïde  on  mène  un  plan  xs  con- 
tenant la  normale  du  point  m(x, y,  z)  et,  dans  ce  plan, 
une  droite  o\k  égale  et  perpendiculaire  à  om,  la  surface 
de  l'onde  est  le  lieu  des  points  ja( a,  (3,  y),  et  les  normales 
aux  points  correspondants  m  et  p.  sont  dans  le  môme 
plan.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  dernière  pro- 
priété subsiste  pour  le  cas  plus  général  où  l'on  suppose 

En  effet,  la  recherche  du  lieu  se  ramène  à  l'élimina- 
tion de  x,  y,  z  entre  les  équations 

px* -h  qy* 4-  rz*  =  i ,     x*  +  /+  s2  =/•  («) , 

(i)  a.a?4- 67  4- Y-3  —  °> 

(2)      a(£  —  r)^H-6(r—  p)zx-h^(p  —  q)xy  —  o. 

Remplaçons  les  deux  premières  par  celle-ci 

P.r24-Q/24-rU2=:o, 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

P=pf2(u)~-i,     Q  =  qp(u)-i,     R  =  rf*(u)-i. 

Comme  on  peut  l'écrire 

Px.x  -+-  Qy.y  -f-  Rz.z  —  o, 

on  en  déduit,  à  l'aide  de  l'équation  (1), 

x  y  z 


6Rz  —  yQj       yP^?  —  uRz       aQy  —  èPx 

,2  1    „,2  _i_  -2 


.ST 


/2[a(r/  —  r)y*  4-  &(/•  —  p)zx  -h  y!/>  —  <7.>.rr] 


3o  ) 

et  par  suit<* 

2  0 

• (3)  TÏ~Qy~~VCz* 

ou  bien 

i.r  —  o  v  —  y z 


i a  i  "  -  -  -  - 1! 

(  p  )       \(,         [i  po      R 

ce  qui  donne,  pour  1  équation  du  lieu. 

équation  tout  à  fait  semblable  à  celle  de  la  surface  de 
l'onde. 

Pour  trouver  la  direction  de  la  normale  au  point  u., 
désignons  par  F  a.  6,  y  le  premier  membre  de  cette 
équation:  il  en  résulte 

2</a    ~P  «     '      P  Q  R 

Soit  u  la  valeur  commune  des  rapports    3    :  elle  est 
e  à 


■  -    -  --  u- 


Wri.  —  <vlvo  —  H;;         p  (P<r*  Hh  ?vê  —  r^^) 
ce  qui  permet  d'écrire 

— r-  =  iuLr  —  k- » 

2  flï  u 

et  scinbl  iblement 


i  dF 


(M.  ces  trois  demi-dérivées  sont  respectivement  pro- 
portionnelles  aux  cosînns  directenn  de  la  normale  au 
.  ]e->  quantités  {q —  /•  i:.    r  —  p  r.r.    />  — ., 


(  3i  ) 

le    sont  de   même   aux  cosinus   directeurs   de   l'axe    du 
plan  gt,  et,  comme  l'expression 

*  ~  a"^T  )  {g  ~  r)yz  "  '  v ""  °'^T  Yr-P)** 

(  ff  w 

-h(^-r-—   \(p-q)œy 

est  nulle,  la  normale  au  point  u  est  bien  située  dans  le 
plan  qui  contient  celle  du  point  ni. 

Pour  la  surface  de  l'onde,  M.  Mac-Cullagh  a  démontré 
que  ces  normales  se  coupent  à  angle  droit,  mais  cela  n'a 
pas  lieu  généralement.  En  elïét,  l'expression 


ff  (         pff'<»\ 

pjr\  x—n-U- —  1  +qr(  v— o^ —  ) 


u 


f 

ne  s'annule  que  lorsqu'on  a  /  u  =  ku.  k  désignant  une 
constante. 

On  peut  observer  que  la  valeur  absolue  de  w  repré- 
sente le  rapport  des  projections  de  op  et  de  om  sur  le 
plan  tangent  à  l'ellipsoïde. 

Observons  encore  que  l'élimination  de  a:,  v,  z  entre 
les  équations  du  système 

olx  -+-  o  v  ~];=:o,      avz  —  bzx  -t-  cxy  =  o, 
px-  —  qy-  -h  rz-  =  o, 

plus  général  que  celui  qui  donne  l'équation  (4),  s'exé- 
cute aussi  très  simplement  et  conduit  à  la  relation 

(ap&;  -f-  bq*{i  H-  ctolo  )s  —  H(a*grr  —  o2/y?  -+-  ilpq)i 
où 

H  =  2abxo  -f-  2  6cêy  H-  2caya  —  a2aî —  ^2^2 —  ^T** 
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REMARQL'ES  SIR  LE  PENDUE; 

Par  M.  Maurice  DOCAGNE. 


Un  pendule  circulaire  se  meut  dans  un  milieu  qui  lui 
fait  éprouver  une  résistance  constante.  La  loi  de  son 
mouvement  est  donnée,  comme  on  sait,  par  la  formule 

0  -j-  3  =  —  (a  —  3)  cos/ct, 

dans  laquelle  6  est  L'angle  du  pendule  avec  la  verticale, 
a  la  valeur  absolue  de  l'amplitude  initiale,  (3  et  À"  des 
constantes.  /S  dépendant  de  la  résistance  du  milieu  am- 
biant. 

Considérons  les  angles  décrits  successivement  par  le 
pendule  pendant  des  intervalles  de  temps  égaux  t.  Soient 
a),  et  a>2  deux  de  ces  intervalles  consécutifs.  ]\ous  avons, 
par  application  de  la  formule  précédente, 

0  —  w,  —  3  =  —  (  a  —  p)  cosk(t  —  x  ) 

et 

0  --eu,-*-  3  =  —  {a—  rl)cosk{t-h-    . 

Retranchons  la  seconde  de  ces  égalités  de  la  première; 
il  nous  vient 

u)j  -*-  to,  ==  —  2(a  —  3  )  sin  Â7  sin  fat , 

ou.  en  posant  'jj,  -+-  c*)2  =  ru. 


1    .     ,     ciH 

tu  =  —  -  sin  ht  — 

dt 


Donc  : 


1.  Les  angle*  décrits  successivement  par  le  pendule 
dans  des  intervalles  de  temps  égaux  sont  proportion- 
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nels  aux  vitesses  angulaires  du  pendule  au  milieu  de 
chacun  de  ces  intervalles  de  temps. 

Au  lieu  de  retrancher  les  égalités  précédentes,  ajou- 
tons-les}  nous  avons 

2(0-|-  j3)  -f-  w, —  w2=  —  2  (a  —  (3)  cos kt  cos kz. 
Or, 


donc 


ou 


1     d2b 
+  P  =  —  (a~  P)cosfa  =  —  p  ^; 


2    r/20  2  .    d20 


Wl— w2=  —  (cosA-t  — i)-— 


2  .     ,        k  d*e 

Par  suite  : 

2.  Za  différence  de  deux  angles  consécutifs  décrits 
par  le  pendule  pendant  des  intervalles  de  temps  égaux 
est  proportionnelle  à  V accélération  angulaire  du  pen- 
dule sur  la  ligne  de  séparation  de  ces  deux  angles. 

Remarquons  que,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  la 
valeur  du  rapport  constant  est  indépendante  de  j3  et,  par 
suite,  de  la  résistance  du  milieu  considéré. 


SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  M.  A.  PIGART. 


Dans  un  triangle  isoscèle  OAB,  l'angle  à  la  base  A 
vaut  n  fois  l'angle  au  sommet  O  \  déterminer  le  rapport 
de  la  base  AB  au  côté  OA. 

Menons  les  droites  qui  divisent  l'angle  A  en  n  parties 
Ann.de  Mathémat.,  3e  série,  t.  Ier.  (Janvier  1882.)  3 


-     *,n-  :      h.    !..  î.         «  —   rHimi.- 


* 


:-..— 


3 
De  l'équation   i   on  pourra  tira      _.    :e  l'équation    i  . 
après  la  substitution  de  la  valeur  de  x2.  on  pourra  tirer 
ie  l'équation    3  ,  après  la  substitution  des  valeurs 
.  on  pourra    tir  ainsi    de  proche    en 

proche  [nation    n —  i    ;  et,  en  remplaçant  en- 

suite .r,  par  x  et  xm  par  R,  on  aura  la  relation  cherchée 
entre  .r  et  R.  Mais  quelle  est  la  forme  générale  de  cette 
relation  pour  une  valeur  quelconque  de  n?  Telle  est  la 
question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre.  Pour 
t,  il  faut  intégrer  1  équation  aux  différences 

,x  i i  "■'  a 

— 

5     is  les    deux    membres    de   cette    équation    par 
xm_mxl_t  jrn  ;  elle  devient 

i  i  i 


I 
.  en  posant  —  =  ■•    . 

-»—  -1  '     Ri" 

On  voit  sans  peine  que 

y.rrCa"  — 

<     <  étant  trois  constantes  qui   satisfont    à    la   i 

tion 

OC  -a  --—  i]        ^  =o. 

etfet. 

-     =ri  ;:  -  -•-  _r        :  *-i  _  »(  £ 

d'où 
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L'équation  (c)  est  l'intégrale  générale  de  1  equali< 
(b),  puisqu'elle  renferme  deux  constantes  arbitraires. 
On  tire  de  (  cl  ) 


a       Ry/CC 

ou 


Hv/CC7 
d'où 


a 

—  i  =  o, 


H-v/4R*CC'h-i 
(e)  "= Bv/Cë  ' 

Par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (b)  est 

R"C"c^(i+^R2CG'  +  i)"" 

C  et  G'  sont  deux  constantes  que  l'on  déterminera  p 

deux  valeurs  particulières  de  jn,  par  exemple  j0  etj 

Dans  la  question  qui  nous  occupe,  nous  avons  donc 

avec  la  condition 

GC (a2 -f-  a-2—  2)  —  —  =zo; 

et  comme,  pour  n  =  i  et  «  =  o,  .r^  doit  être  égal  à  x,  1 
constantes  «,  G,  C'  sont  déterminées  par  les  trois  équ 
tions 

(/*)  jC-C'rrl, 

*  <7        a? 


(  ;- 

loux  dernières  donnern 


c=       ■       ■    C'= 


i  t(a  —  i)  ' 

par  suite,  la  première  devient 

_      tr  iY    jl  — 

^(fl  +  i)^8"  R 

i 


ou 


t>U 


d'où 


R 


'        '  I       i; 


*+  a  =3        R 


Remplaçant  C  el  C  par  leurs  valeurs  dans  (^),on  ob 

lien! 

i 


il  •  </      '«-*-»  tl 


/J-+-1  s,n 


x(a  +  n       a? (a -+-  i) 

a"   ^(a  +■  i)  a"   :.r 


OU 


:  = 


(«"  +  55=1)  -(«~  +  5^)+(«-*+^ 

Taisons  .r..  =  R  el  nous  aurons  enfin,  pour  former  l'é- 
quation cherchée  en  x  el  R.  à  éliminer  I  </  -f-  -  )  entre 
Les  deux  équations 


i 

n    ' 

1 1 
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Pour  faire  cette  élimination,  il  faut  d'abord  exprimer 

a'1  H en  fonction  de  a  -\ 

an  a 


Or,  en  posant  a" -\ =  A„,  on  a 


(/)  Am+l=îAn[a  +  -      —A 


a 


n-i 


Comme  A0  =  2  et  A,  =  «  H ,  cette  formule  permettra 

de  calculer  de  proche  en  proche  A2,  A3, .  .  . ,  et  l'on  aura 
l'expression  générale  de  An  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion linéaire  aux  différences  (/),  intégration  bien  connue 
à  laquelle  nous  ne  nous  arrêterons  pas.  Nous  nous  bor- 
nerons à  remarquer  que  le  premier  membre  de  la  seconde 

équation    (A)   sera  du  degré   [?i  —  i)  en   a  H >  qu'en 


l'élevant  au  carré,  puis  l'égalant  à  a  —  (  a  H ]>  valeur 

de   =^j   on    aura    une    équation    de    degré    in  —  2    en 

a  H pour  déterminer  la   valeur  de   cette  quantité,  et 


x 

77  , 


que  de  cette  valeur  connue  on  déduira  la  valeur  de  ^ 

par  la  relation 

x1  1  i 

D'après  la  nature  de  la  question   géométrique  posée, 

doit  être  plus  petit  que  \\a-\ doitdonc  être  positif 

et    compris   cniic  i   et  2.  Par  conséquent.  <>u  prendra, 

parmi  les  an  —  a  racines  de  L'équation  en  a-\ — >  celle 

qui  est  comprise  entre  i  ci  ■> . 

Mais  on  peut   se  demander  pourquoi   ['analyse  donne. 

pour  déterminer  l'unique  valeur  de  ., ,  •  une  équation  du 
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degré  m  —  2,  et  quelle  est  la  signification  des  autres  ra- 
cines de  cette  équation.  On  s'en  rendra  compte  en  don- 
nant à  l'énoncé  géométrique  de  la  question  le  sens  plus 
général  suivant  : 

Etant  donnés  un  point  O  et  une  droite  X/zY,  mener 
par  le  point  O  deux  droites  également  inclinées  sur  XY, 
et  telles  que  l'angle  qu  elles  forment  avec  XY  soit  égal 
à  n  fois  l'angle  O  qu  elles  font  entre  elles. 

Dans   cet  énoncé,    l'angle  que   forme    chacune   des 

droites  avec  XYpeut  être  aussi  bien  l'angle  A  du  triangle 

isoscèle    OAB   de    la    figure,  l'angle    tc — A,  27: —  A, 

3it  —  A, .  .  . ,  kiz  —  A,  .  .  . .  Alors  l'angle  O  doit  être  égal 

,    ,     ,  1  +  ,  A  .     ,   kn  —  A 

généralement,  non  seulement  a  —  >  mais  a  :  par 

n  n  r 

suite,  comme  O  -h  2  A  =  u,  on  doit  avoir 

Q_  (2k  —  i)iz       A_  (n  —  k)n 


d'où 


in  —  1  in  —  1 


.       (2À-—  l)lt 

•    tr\        sin  

x-        sin2U  in  —  1 


R2        sin2A         .   ,  (n  —  k)~ 

sin2- 

in  —  1 


pour  toutes  les  valeurs  entières  de  k,  o,  1 ,  2, .  .  . ,  n  —  1 , 
n  H-  1 ,  n  -}-  2 ,  .  .  . ,  in  —  2 . 

Ce  rapport  est  susceptible  de  in —  2  valeurs  diffé- 
rentes qui  constituent  les  in  —  2  valeurs  de  =r^  fournies 


par  les  équations  (k). 
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ÉTUDE  SUR  IN  MODE  DE  DÉTERMINATION  DES  COURBES  PLANES . 
APPLICATION  CINÉMATIQUE; 

Par    M.    Maurice    D'OCAGNE, 

Elève  de  l'École  Polytechnique. 

1.  Sur  une  courbe  quelconque  (M)   tracée   dans  un 
plan,  prenons  un  point  fixe  O  [fig.  i).  Imaginons  un 

Fig.   i. 


point  mobile  M  se  déplaçant  d'une  façon  continue  sur  la 
courbe  (M),  à  partir  du  point  O.  Pour  chaque  position 
du  point  M  tirons  la  tangente  à  la  courbe  (M)  et  por- 
tons sur  cette  tangente  une  longueur  MT=  /,  fonction 
de  la  longueur  s  de  l'arc  OM  : 

(0  l=F(s). 

Nous  porterons  cette  longueur  dans  le  sens  du  dépla- 
cement du  point  M,  ou  en  sens  contraire,  suivant  qu'elle 
sera  affectée  du  signe  -H  ou  du  signe — .  Le  lieu  du 
point  I'  sera  une  certaine  tourbe  (T),  que  nous  allons 
él  udier. 


2.    Voyons  d'abord  comment,  connaissant  !<•  centre 


(  {■  ) 

de  courbure  en  chaque  point  de  la  courbe  (M),  on  peul 

construire  la  normale  à  la  courbe  (T). 

Soient  d§  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (M)  au 

point  M  considéré,  C  le  centre  de  courbure  en  ce  point, 

N  le  point  où  la  normale  TN  cherchée  coupe  MC. 

Nous  avons 

dl 


rfe-NC 


Oi 


ds 
d§—  MC; 

par  suite, 

~   =NC, 
ds 

MC 

ou 

dl       NC 

ds  ~~  MC' 

ou  encore 

(2) 

^=w 

Lé  point  N  est  ainsi  déterminé,  et  par  suite  la  normale 
TN. 

Remarquons  que,  dans  le  cas  où  /  est  constant,  F'(j) 
étant  nul,  les  points  N  et  C  se  confondent,  ce  qu'il  était 
facile  de  voir  a  priori. 

Il  est  aussi  assez  intéressant  de  remarquer  que,  si  l'on 

représente  les  variations  de  la  fonction  Z=  F  (s)  dans  un 

système  de  deux  axes  rectangulaires,  les  s  étant  portés  en 

1/  j  i  NC     ,     ,   , 

abscisses  et  les  l  en  ordonnées,  le  rapport  tt^?  égal  a 

F'(s),  sera  donné  par  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  représentative. 

3.  Le  rayon  de  courbure  MC  =  R  de  la  courbe  (M) 
est  une  fonction  de  l'arc  s  : 
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-Nous  allons  voir  comment,  dans  le  cas  où  l'on  connaît 
la  nature  de  cette  fonction,  on  peut  construire  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  (T). 

Soit  I  le  centre  de  courbure  actuellement  inconnu  de 
la  développée  de  la  courbe  (M)  au  point  C.  L'angle  de 
contingence  de  cette  courbe  est  aussi  d§.  Nous  avons 

rf.MC 


ou 


d§ 

cm 

ds 
R 


r=CI 


CI, 


c'est-à-dire 


CI  H    S 


Le  point  I  est  ainsi  défini.  Nous  allons  maintenant 
déterminer  la  normale  NK  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  N.  Pour  cela,  remarquons  que 


rf6 

Mais 

nous 

avons 

vu 

que 
dl 

dis  ~ 

NC; 

donc 

r/NC 

dl 

Kl 

=  NC 

Or,  d'après  (  2  ), 

NC  =  MC.  F' ($)  =  ?(*)  F'(i 
La  relation  précédente  devient  donc 

Kl        ^'(s)V'(s)  4-j»(5)F 


NC 


!■■>,» 


Le  point  K  es!  ainsi  déterminé,  el  par  inite  la  normale 


NK 
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Nous  pouvons  maintenant  chercher  le  centre  de  cour- 
bure P  de  la  courbe  (T)  au  point  T,  c'est-à-dire  le  point 
où  TN  touche  son  enveloppe. 

En  effet,  en  appelant  Qle  point  de  rencontre  de  NK  et 
de  la  perpendiculaire  à  TN  au  point  P  cherché,  nous 
avons,  entre  les  arcs  infiniment  petits  ds,  ds{,  ds2  dé- 
crits simultanément  par  les  points  M,  N,  T,  les  relations 
suivantes  : 


ds 

MC 

dsx       NQ 

ds2 

TN 

dst 

"  NK7 

ds2  "'  TP' 

ds 

"  MC 

Multipliant  ces  trois  relations  membre  à  membre,  nous 

avons 

NQ.TN 


i  = 


NK.TP 
ou 

TN        TP 
NK  -""  NQ' 

Or,  parle  point  P  tirons,  parallèlement  à  NK,PR  qui 
coupe  TK  en  R;  nous  avons 

TN        TP 


NK  —  PR 
Par  suite, 

PR  =  NQ. 

Donc  la  figure  PQNR  est  un  parallélogramme  :  RN 
est  parallèle  à  PQ,  et,  par  conséquent,  perpendiculaire  à 
TN. 

La  construction  du  point  P  sera  donc  la  suivante  : 
après  avoir  déterminé,  comme  nous  avons  vu,  le  point  I, 
puis  le  point  K,  on  tire  TK,  on  élève  à  TN  en  N  la  per- 
pendiculaire NR  qui  coupe  TK  en  R  ;  par  R  on  mène, 
parallèlement  à  KN,  RP  qui  coupe  TN  en  P;  P  est  le 
centre  de  courbure  demandé. 


!    il   l 

application  aux  mouvements  plans. 

Nous  allons  appliquer  la  théorie  précédente  à  l'étude 
du  mouvement  d'un  point  mobile  M  sur  une  courbe 
plane  (M)  (fig-  2),  lorsqu'on  suppose   ce   mouvement 

Fig.  2. 


lï 


réglé  par  l'équation  qui  lie  la  vitesse  à  l'espace  parcouru  : 

Pour  chaque  position  du  point  mobile  portons  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire  la  vitesse  MV  =  v  et  considérons 
le  mouvement  du  point  V. 

Soient  r/Q  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (M), 
iMC  =  R  son  rayon  de  courbure,  Yj\  la  normale  à  la  tra- 
jectoire du  point  V.  On  sait,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
démontré,  que 


d'oi 


dv  _    NC 
ds  ~~  r    H 


c  As- 


La  normale  \  N  est  ainsi  déterminée.  Tirons  alors  la 
tangente  et  considérons  sur  cette  tangente  la  \itesse 
\  \  ,  r  -  r,  du  point    \     On  sait  qne 

vie 
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Les  angles  MGV  et  VNVt  sont  donc  égaux,  ce  qui  dé- 
termine la  vitesse  du  point  V. 

Nous  allons  chercher  les  composantes  de  cette  vitesse 
le  long  de  MV  et  de  la  perpendiculaire  VH  à  MV". 

La  similitude  des  triangles  MVJN  et  H  V{V  donne 


ou,  puisque  tj^ 


VN 

V  J 1 

"  MV 

MN 

V 

V 

V 

H 

VtH 

R 

R 

VH  = 

R 

y4] 

IT                                      dV 

ds 

dv  _ 

dv  dt 

dV   i 

ds 

dt  ds 

d£   r 

V 

,H  =  v 

dv 

+  3P 

d'où 

et 

Or 

donc 


c'est-à-dire  que  : 

i°  La  composante  VH  e.ç£  égale  à  l'accélération  cen- 
tripète du  point  M. 

2°  Za  composante  \i  H  e,y£  égale  à  la  somme  de  la 
vitesse  et  de  l  accélération  tangentielle  du  point  M. 

Portons  la  longueur  V.*  I  =  VM  ;  nous  aurons 

dt 

Puisque  HI  est  égale  à  l'accélération  tangentielle  et 
VH  à  l'accélération  centripète  du  point  M,  VI  sera,  en 
grandeur  et  direction,  l'accélération  totale  de  ce  point. 
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CORRESPONDANCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

En  étudiant  la  question  n°  1323  de  M.  Proth,  j'ai  trouvé 
la  règle  générale  que  j'ai  le  plaisir  de  vous  communiquer. 

On  a  le  polygone  convexe  de  in —  i  côtés  dont  les 
sommets  sont  A,,  A2,  A3, .  .  .,  A2«_i,  les  milieux  des  cotés 
consécutifs  A,  A2,  A2A3 , . . . ,  A2,^<  K{  ;  Mi,M2,M8, ..., 
M2/î_i  <Jt  la  suite  des  nombres  i,  2,  3,  ...  ,  [in —  i)2. 

On  forme  le  polygone  étoile  kK  A3  A5  ...  A2w_,  A2 
A4  .  .  .  A2n-2  en  mettant  sur  les  sommets  par  l'ordre 
indiqué  les  m —  1  termes  de  la  progression 

n,  /14-2/1 —  1,   «4-2(2/1  —  1),    ...,  »4-(2/i  —  2)(2n  —  1). 

On  construit  le  polygone  M2„_2  M2„_4  .  .  .  M2M2„_, 
M2w_3  .  .  .  M0  en  écrivant  sur  ses  sommets  les  in —  1 
premiers  nombres,  laissant  en  blanc  le  n  déjà  écrit. 

A  partir  du  coté  du  polygone  donné  où  se  trouve  le 
nombre  A  en  sens  A,  A2  A3  .  .  .  A2„_,  on  écrit  succes- 
sivement sur  les  autres  côtés  les  nombres 

k  4-  2  n  —  1 ,     k  4-  2  (2  n  —  1  ) , 
k  4-  3  (2/1  —  1),   ...,  k  4- (2/1  —  2)  (2/1  —  1), 

h  représentant  les  nombres  1 ,  2,  3 ,  .  .  .  ,  n  —  1 ,  n  -f-  I , 
//  4-  2 ,  .  .  .  ,  in  —  1  ;  résultant  de  ces  opérations,  on  par- 
tage les  (in  —  1  )2  premiers  nombres  de  sorte  qu'on  lise 
•mi  de  chaque  côté,  avant  la  double  propriété  d'être  la 
somme  des  nombres  appartenant  à  un  même  côté  égal  à 
in 1 1  /j-4- 1  n  —  01],  et  celle  de  ses  carrés  à 

,»!„«+(«      ,,T      (4»'      »<■»-■)<■—■). 
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Exemples.  —  Application  de  la  règle  au  pentagone, 
/i==3  : 

L8/: w  ->  -  Vc  -  -V  -f -Jf  13 

] 


15      4  7        2] 


S1=3-h6-hi74-i44- 25+i 3  ==...  =  78 
S2=32-i-62+i724-i42  +  252-f-i32  =  ...=  i3a4, 

application  à  l'heptagone,  n  =  4  : 

4 


39  36      17     47         13     2    28    18 
St  —  -JOO,       S2  — :  65û6. 
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Cette  règle  est  applicable  aux  {in  —  i)2  termes  con- 
sécutifs de  toute  progression  arithmétique,  et  si  vous  la 
trouvez  digne  de  figurer  dans  vos  Annales,  vous  pouvez 
proposer  la  démonstration. 

Agréez,  Monsieur,  etc. 

J.  Romero  (à  Bilbao). 


QUESTIONS. 


1382.  On  donne  un  triangle  et  la  circonférence  qui 
lui  est  circonscrite.  Tangentiellement  en  m  à  cette 
courbe,  on  décrit  une  conique  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle  donné.  Soit  p.  le  centre  de  courbure  de  cette 
conique  correspondant  au  point  m  :  on  demande  le  lieu 
du  point  [i.  lorsque  m  décrit  la  circonférence  donnée. 

(  Mazszvheim.) 

1383.  On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  de 
centre  o  et  un  point  lixe  c. 

On  prend  un  triangle  rectangle  acb,  dont  le  sommet 
de  l'angle  droit  est  en  c  et  dont  l'hypoténuse  est  tan- 
gente en  a  à  la  circonférence  donnée.  On  abaisse  du 
sommet  une  perpendiculaire  sur  ab.  Celte  perpendicu- 
culaire  rencontre  ab  au  point  h  et  elle  rencontre  en  / 
la  perpendiculaire  abaissée  de  b  sur  oc.  Démontrer 
que,   quelle    que   soit   la   position  de   acb,   la    quantité 

-j  db  — .  est   constante.  On  prend  le  signe  —  Lorsque  // 

el  /  sont  d'un  même  côté  par  rapport  à  c. 

M  kZfNHBlM  • 
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NOTE   SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DES  LIGNES  GÉODÉSIQUES 
ET  DES  LIGNES  DE  COURBURE  DE  L'ELLIPSOÏDE; 

Par  M.  A.  PICART. 


Considérons  l'un  des  ellipsoïdes  représentés  par  l'équa 
lion 


./• 


2  ,.,2  ~2 


où  b2  et  c2  sont  des  quantités  fixes,  la  première  plus 
petite  que  la  seconde,  et  p2  un  paramètre  variable  supé- 
rieur à  h-  et  c2;  et  proposons-nous  de  démontrer  géomé- 
triquement quelques-unes  des  plus  importantes  propriétés 
des  lignes  géodésiques  et  des  lignes  de  courbure  de  cette 
surface. 

1.  Ces  lignes  jouissent  de  la  propriété  fondamentale 
commune  que  le  produit  du  demi-diamètre  de  l'ellip- 
soïde parallèle  à  la  tangente  en  un  de  leurs  points,  par 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent 
en  ce  point,  est  constant  dans  toute  leur  étendue. 

Soit  d'abord  une  ligne  géodésique  G.  Imaginons  les 
tangentes  MT,  M'T'  en  deux  points  infiniment  voisins 
M,  M',  et  leurs  tangentes  conjuguées  MS,  M' S  sur  la 
surface.  Parle  centre  C  de  l'ellipsoïde  menons  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent  en  M,  et  une  droite  CI,  paral- 
lèle à  MS,  qui  rencontre  la  surface  en  I.  La  tangente  IH 
a  la  section  elliptique  est  parallèle  à  MT.  Menons  par  le 
même  point  C  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  M' 
et  une  droite  CK  parallèle  à  M'S;  la  tangente  KL  à  la 
section  elliptique  est  parallèle  à  M'T'.  Le  plan  KCI  est 
parallèle  au  plan   MSM'.  De  même,  le  plan  des   deux 
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droites  IH  et  KL  est  parallèle  au  plan  des  deux  tangentes 
MT,  M'T'.  Ce  dernier  plan,  qui  est  le  plan  osc.ulateur 
de  la  ligne  géodésique  en  M,  est  perpendiculaire  sur  le 
plan  tangent  MSM'.  Donc  le  plan  KCIest  perpendiculaire 
sur  le  plan  IKL.  Par  conséquent,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  C  sur  les  deux  droites  IH  et  KL  sont 
égales. 

Menons  le  demi-diamètre  D  parallèle  à  IH.  Le  paral- 
lélogramme construit  sur  les  deux  demi-diamètres  CI  et 
D  a  pour  mesure  D  X  p,  p  étant  la  distance  de  I  à  D. 
En  multipliant  l'aire  de  ce  parallélogramme  par  la  per- 
pendiculaire P  abaissée  du  point  C  sur  le  plan  tangent 
en  M,  on  a  un  produit  qui  est  égal  au  produit  des  trois 
demi-axes  de  l'ellipsoïde.  Or  la  longueur  p  reste  con- 
stante, lorqu'on  passe  du  point  I  au  point  K.  Donc  le 
produit  PD  est  constant. 

2.  Désignons  par  a!  et  b'  les  deux  demi-axes  de  la 
section  elliptique  parallèle  au  plan  tangent  en  M,  et  par 
i  l'angle  que  forme  le  demi-diamètre  D  avec  le  grand  axe 


in'  :  on  a 


D  = 


\/a''2  sin2  i  -h  b'  cos2  i 
Par  suite 

PI)  ■=.  -====  =  const., 
s  a'*  sin*  i  h-  6'*  cos1! 

d'où,  puisque  a'b'V  est    constant,    il    résulte   pour  la 
ligue  géodésique  L'équation 

<i  COS1  i        c<»ie«l .. 

/  étant  I  angle  que  forme  La  ligne  géodésique  en  un  point 
M  avec  l'élément  de  ligne  de  courbure  parallèle  à  ci  en 

ee  point. 
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3.  Les  demi-axes  a'  et  b'  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tion des  paramètres  |x2,  v2  des  surfaces homofocales  ortho- 
gonales représentées  par  les  équations 

x1  y2  z2 

^  [x2        ;x2  —  62        [x2  —  cl 


(4) 


/p2  r2 


v 


-2  —  ^ 


(où  |x2  est  compris  entre  b2  et  c2,  et  v2  inférieur  à  &2  et 
c2),  qui  passent  par  le  point  M  et  qui  déterminent  par 
leur  intersection  avec  l'ellipsoïde  les  lignes  de  courbure 
de  cette  surface  relatives  à  ce  point. 

En  effet,  considérons  une  ligne  de  courbure  correspon- 
dant au  paramètre  [x2  et  la  tangente  conjuguée  en  chacun 
de  ses  points.  Par  le  centre  de  l'ellipsoïde  menons  des 
parallèles  à  toutes  les  tangentes  conjuguées.  Les  points 
où  ces  droites  rencontrent  la  surface  sont  à  égale  dis- 
tance du  centre.  Pour  le  point  IN  de  la  ligne  de  courbure 
située  dans  le  plan  xz,  cette  distance  est  égale  au  demi- 
diamètre  CH  conjugué  de  CN  dans  la  section  elliptique 
faite  par  le  plan  xz\  or 

■2 


CN   =rp2+jx2—  c2,     CN2-f-GH  =2P2—  c2, 
d'où 

GH2=p2—  ;x2. 

Ainsi  b'2—  p2 —  jx2,  de  même  a'2=  p2  —  v2.  Rempla- 
çons dans  l'équation  de  la  ligne  géodésique  a'2  et  b'2 
par  ces  valeurs,  nous  aurons 

(5)  (x2  cos2 i  -+-  v2  sin2 i  =  const. 

4.  Pour  une  ligne  de  courbure,  le  produit  PD  est  aussi 
constant,  parce  que  les  parallèles  à  la  tangente  MT  de 
la  courbe  en  M  et  à  sa  conjuguée  MS,  menées  par  le 
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centre  de  l'ellipsoïde,  sont  précisément  les  demi-axes  de 
la  section  elliptique  centrale  parallèle  au  plan  tangent 
en  M.   Alors  Djx  devient  a'b'\eta!bfV  étant  constant 
ainsi  que  U ,  le  produit  a'V  est  constant. 

5.  Il  reste  à  déterminer  la  valeur  de  la  constante  qui 
figure  dans  l'équation  de  la  ligne  géodésique. 

Or,  toaies  les  tangentes  à  une  ligne  géodésique  for- 
ment une  surface  développable  qui  est  circonscrite  à 
une  même  surface  homo focale. 

C'est  là  une  seconde  propriété  importante  des  lignes 
géodésiques  de  l'ellipsoïde. 

Soient  MT  et  M'T'  deux  tangentes  infiniment  voi- 
sines. Parmi  les  ellipsoïdes  homo  focaux,  il  y  en  a  un  dont 
la  normale  NA,  au  point  N  d'intersection  avec  MT,  est 
située  dans  le  plan  de  MT,  M'T'.  Ce  plan  est  tangent 
en  N  à  l'une  (  u.2  =  a2  )  des  deux  surfaces  orthogonales 
qui  passent  en  ce  point.  Car  si  l'on  imagine  le  cône  cir- 
conscrit à  l'ellipsoïde  (  i  )  du  point  N,  on  sait  que  ce 
cône  a  pour  axes  les  normales  NA,  NB,  NC  aux  trois  sur- 
faces orthogonales  passant  par  le  point  N.  Or  le  plan 
TMT'  mené  par  la  génératrice  TM  de  ce  cône  lui  est 
normal,  comme  étant  normal  à  l'ellipsoïde  auquel  le 
cône  est  tangent  en  M.  C'est  donc  un  plan  principal  du 
(une,  qui  dès  lors  contient  l'une  des  normales  JNB,  NC. 
Si  l'on  considère  une  troisième  tangente  infiniment  voi- 
sine des  premières  de  la  ligne  géodésique,  on  reconnaî- 
tra qu'en  un  point  Y  de  M'T',  infiniment  voisin  de  N . 
situé  sur  la  surface  |  'f2  =  Qt2),  le  plan  T'M'T",  conte- 
nant (anormale  N  \  à  l'ellipsoïde  homofocal  qui  passe  par 
le  point  N',  est  tangent  à  cette  même  surface  (u2  =  a2V 
On  voil  doneque  tous  les  plans  oscillateurs  de  la  Ligne 

odésique  sont  tangents  à  la  surface  ^  ul2  =  a-  . 

11    en   résulte   que  la    constante   de  l'équation   (5)  est 
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égale  à  a2.  Car  la  surface  (f*2=  a2)  coupe  l'ellipsoïde 
suivant  une  ligne  de  courbure  à  laquelle  la  ligne  géodé- 
sique  est  tangente,  et,  comme  au  point  de  contact  i  est 
égal  à  zéro,  l'équation  pour  ce  point  se  réduit  à  [x2  =  const. 
L'équation  de  la  ligne  géodésique  est  donc 

(6)  (j.2  cos2  i -+-  v2  sin2  i  =  a2. 

C'est  une  relation  entre  les  coordonnées  curvilignes 
superficielles  [i.2,  v2  de  chacun  de  ses  points  et  l'angle  i 
qu'elle  forme  en  ce  point  avec  la  ligne  de  courbure 
([/.2  =  const.)  passant  par  ce  point. 

6.  Si  l'on  revient  à  l'équation  PD  =  const.,  commune 
aux  lignes  géodésiques  et  aux  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde,  on  peut  évaluer  sa  constante  au  moyen  de  a2. 
En  effet,  elle  est  égale  à 


ou  a 

ou  enfin  à 

Ainsi  l'on  a 

(7) 


pvV-^Vp3- 

c2 

\Ja'1  sin2  i  -+-  b'%  cos2  i 

pvV-^np*- 

■c») 

v/( 

p2_V2)Sin2;_h(p2_ 

-  (i.2  )  cos2  i 

pvV-^Kp2- 

-c2) 

y/p2  —  a2 

pr^-PVV-^M 

p'-c2) 

s/pT 


a- 


7.  Considérons  en  particulier  les  lignes  géodésiques 
passant  par  un  ombilic  de  l'ellipsoïde. 

La  surface  (p2  =  a2)  à  laquelle  tous  les  plans  oscilla- 
teurs d'une  ligne  géodésique  sont  tangents  se  réduit 
alors  à  la  portion  du  plan  xz  limitée  par  l'hyperbole 
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— -  -h  — — — |=i«    Toutes   les   tangentes   de   cette   ligne 

viennent  donc  rencontrer  cette  hyperbole,  et  ses  plans 
osculateurs  lui  sont  tangents. 

8.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  la  dif- 
férence entre  la  longueur  NM  =  t  de  la  portion  de  tan- 
gente à  une  ligne  géodésique  ombilicale,  limitée  par  son 
point  de  contact  M  et  par  le  point  où  elle  rencontre 
l'hyperbole  limite,  et  la  longueur  OM  =  s  de  cette  ligne 
comptée  de  l'ombilic  O  jusqu'au  point  M. 

Si  l'on  considère  une  autre  tangente  N'M7  infiniment 
voisine,  et  qu'on  désigne  par  to  l'angle  que  forme  la 
tangente  NM  avec  la  tangente  NT  à  l'hyperbole,  on  a 

d  (l —  s)  =  NN'  cos  ta. 

Pour  calculer  la  valeur  de  cos  oj,  nous  rappellerons  que 
le  cône  circonscrit  d'un  point  quelconque  N  de  l'hyper- 
bole ombilicale  à  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de 
NT,  et  qu'alors  on  a  à  trouver  le  cosinus  de  l'angle  que 
forme  la  tangente  en  N  à  l'hyperbole  avec  la  tangente 

menée  du  pointN  à  l'ellipse  (jk^o,  -r-H-5— — 0  —  l  )  ' 

Or,  si  l'on  désigne  parp«  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse 
homofocale  qui  passe  par  le  point  N,  par  r  et  iJ  les  rayons 
vecteurs  focaux  du  point  N  deeetie  ellipse,  et  par  a, 
l'angle  que  forme  sa  normale  NT  avec  chacun  de  ces 
rayons  vecteurs,  on  a,  d'une  part,  dans  cette  ellipse, 

'1  c1       /-  - ,-  r-  H-  2  //■'(  1        a  C<  ►S1  Xj  h 

d'autre  pari,  dans  l'hyperbole, 

En  retranchant  ces  deux  équations  membre  a  membre. 
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on  obtient 

c-  —  b2  —  rr'  (  \  —  cos2  at  ). 

Cette  équation  jointe   à  la  première,  qui  équivaut  à 

cette  autre 

/•/•'  cos2 a,  —  p!2 —  C2, 

fournit  les  valeurs  de  rr'  et  de  cos2  a, ,  soit 

eus2 ai  =  ^ — ,  /•/'=  p!2—  b2. 

Pi  —  b 

Cela  posé,  la  propriété  de  l'ellipse,  en  vertu  de  laquelle 
le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  une  tangente 
est  égal  au  carré  du  petit  axe,  donne  l'équation 


ou 
ou 


rr'  sin  (co  —  o^)  sin  ( co  -h  a.i  )  ==  p2  —  c2, 
(p2  —  b2)  (cos2aj  —  cos'2w)  =:  p2 —  c2, 

d'où 

(8)  cos^y/^g. 

9.  Quant  à  INN',  sa  valeur  est  donnée  par  la  formule 
qui  exprime  généralement  la  distance  en  un  point  d'une 
surface  du  second  ordre  à  la  surface  liomofocale  infini- 
ment voisine.  Cette  distance  n'est  autre  chose  que  la 
variation  que  subit  la  distance  P  du  centre  au  plan  tan- 
gent en  ce  point,  lorsque  son  expression 

P  =  v/p2cos2a-i-(p2— ^)cos2^  +  (p2— c2)cos2ï? 

où  a,  |3,  y  sont  les  angles  de  la  normale  avec  les  axes, 
varie   avec   p   seulement.    On   trouve   ainsi,    en    tenant 
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compte  de  la  relation 

cos2  a  -+-  cos"2  (3  -+-  cos2  y  =  i  > 
(9)  ^  =  ^ 

Mais  P,  exprimé  en  fonction  de  p2,  p.2,  v2,  est  égal  à 


\/ 


P2(P2-^)(P2-^2). 


(p2_!X2)(p2_v2) 

Donc,  généralement,    en    un    point  quelconque   d'une 
surlace  (p),  on  a 

(I0)  JD_^y-^)(f'-^ 

Pour  le  point  N  situé  dans  le  plan  xz,  où   p  =  p,, 
jjl2  =  v2  =  b2  }  on  a  donc 

10.   Substituant  les  valeurs  de  cos  a>  et  de  NJV  dans  la 
valeur  de  d  (t  —  $),  on  obtient 


(I3)  du-x)  =  *£illïLz£. 

\/pï  —  c'2 

On  peut  exprimer  cette  différentielle  en  fonction  de  to. 
Ou  a,  eu  effet, 

i/o2  —  b'1  cos2  co 
pt  = : > 

S1I1  co 

d'où 


-j sjo* —  b'1  cos 


S"  to        c-  >in-co 


•  '-'  c  i  n  ' 


5111(0 


\  i  -p 


jj cosco  y/p2  —  /; 


i 


//-)  COSftJ  cfci 


bihci  \  6*  cos*  tu 
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par  suite 

s 
(  p2  —  b*  ) 3  cos2  to  r/oj 


(i3)    d(t  —  s) 


sin2  o>  y'(  p2  —  62  cos2  u>  )  (  p2  —  />2  cos2  co  —  c2  sin2  co  ) 
L'intégration  donne 


vW~-? 


Jf  VPT  — c'-2 

/      v/(PÏ-P2)(PÏ~ci!)  .A      V/PT 


P2)(PÏ-^) 

p  T       M 

En  posant  pt  —  co:, 


c2    /*  .a?*<£r 

P 


Ci) 


y/(i-.r2)(i-^2) 


-/ 


<£r 


f     y/(i-.r2)(i-p^2) 


On  voit  que  t  —  s  s'exprime  au  moyen  des  transcen- 
dantes elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce. 

1 1 .  Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  aux  lignes 
géodésiques  de  l'ellipsoïde  par  la  recherche  de  l'angle 
que  forme  le  plan  osculateur  d'une  ligne  géodésique 
ombilicale  avec  le  plan  des  ombilics. 

Le  plan  osculateur  en  M  est  MNT,  ou  M'N'  T;  le  plan 
osculateur  en  M'  est  M'N' T'. 

Désignons  par  9  l'angle  que  le  plan  osculateur  fait 
avec  le  plan  des  ombilics. 

Le  trièdre  qui  a  son  sommet  en  IV  et  pour  faces  JVl'N'T, 
M'JN'T',  T'N'T donne 

sin  (6  H-  <i0)  _  sinco 

sinO  "sinM'N'T'' 


(  58  ) 
Posons  M'iVT'  =  w  —  u,  TN'T  =  £  5  on  a 

sin  ( 8 -w/6  )  —  sin 6       sin  10  —  sin  (  w  —  u) 

W  =  £COS6,     


ou 

ou 
(i5) 


sin6  sinw 

cos  0 .  d§ u  cos  w 2  cos  6 .  cos  w 

sin  6  sinw  sinw 

dft        1  cos  w 


sin  6         sinoj 


s  est  l'angle  de  contingence  de  l'hyperbole  ombilicale  au 

NN' 
point  N  j  il  est  égal  à  -rj-y  R  désignant  le  rayon  de  cour- 
bure de  cette  courbe  en  N. 
Or 


12.  Quant  au  rayon  de  courbure,  nous  le  déduirons 
de  la  formule  générale  du  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  de  l'ellipsoïde  en  un  point  M. 

Soient  do  le  rayon  vecteur  correspondant  de  l'indica- 
trice et  A  la  distance  du  plan  de  l'indicatrice   au  plan 

tancent:  le  rayon  de  courbure  r  =  -*t« 

0        7      .     -  2  A- 

Menons  le  demi-diamètre  CM,  et  soit  h  la  portion  de 
ce  diamètre  comprise  entre  le  point  .M  et  le  plan  de  l'in- 
dicatrice. On  a 

,          k 
h  = > 

COS  f 

m  étant  l'angle  que  forme  CM  avec  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangenl  en  M.  Menons  le 
demi-diamètre  CJN  parallèle  à  dù\  désignons  Les  deux 
demi-diamètres  parrt'etè'.  Le  plan  MCN  détermine  dans 


(  5ç)  ) 
F  ellipsoïde  une  ellipse  ayant  pour  diamètres  conjugués 
CM  et  GN  ;  on  a  dans  cette  ellipse 

(a'  —  hy       df 

—  I  y 


ou 


donc 


ou 


2h__dp\ 


ilib"2  _        V* 

— 7 — T  —  ~1 » 

2  ka         a  cos  o 


(16)  r 


P' 


P  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent. 

En  appliquant  cette  formule  générale,  on  aura 

K-d-- 


or 


d'où 


par  suite 


Mais 


d'où 


(Pï-è2)1. 


R  = 


b  y/c2  —  b2  ' 


b  y/c2  —  b"- dp] 

p!-6s  vM^ 


V^ 


~T2' 


/p2-^2 


(  6o  ) 

Donc  on  a 


sine        y/p— ^     (?;__/;2)v?;_c2 
ou 

8       bi/c2  —  ^  dpxs/â*  —  ? 

(17)      </logtan{- 


2      v/P*  _  ^    (p2_^)v^zr^ 

On  pourrait,  comme  précédemment,  exprimer  cette 
différentielle  en  fonction  de  o>  et  do).  On  trouverait  ainsi 


0  &  v/<?2 —  62COS2lOfl?0û 

(18)      dlogtang-  =  — 


2  y/(p2 —  bl  cos2to)(p2 — 62cos2(d  —  c2sin2co] 

et,  en  intégrant  par  rapport  à  p4  de  p  à  p4  et  conséquem- 
ment  par  rapport  à  w  de  -  «à  a),  on  obtiendrait 

0     ,  e0 


l  log  tang log  tang  —  =  —  b  y/c2  —  b' 

(I9)  x    ^  2  dL° 


tang2o)4-p2  —  62)[(p2  —  c2)  tang2toH-p2—  62)] 


00  étant  l'angle  de  la  ligne  géodésique  avec  le  plan  ombi- 
lical à  l'ombilic. 

13.   Démontrons  maintenant  quelques  propriétés  des 

ligues  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

INous  avons  vu  que,  le  long  d'une  ligne  de  courbure, 

ou  a 

PD  =  const. 

1  îi'  D1  ,  ,      !   ,   const     ,. 
Le  rayon  de  courbure,  étant  ^p-j  est  alors  égal  a  -  11 

est  doue  proportionne]  an  cube  de  la  distance  de  la  sur- 
face  à  la  surface  bomofocale  infiniment  voisine. 
Si  l'on  considère  une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde, 


(  6i  ) 
Je  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente  conjuguée  en 
chaque  point  est  constant  :  donc  le  rayon  de  courbure  de 
la  section  principale  perpendiculaire  à  la  ligne  de  cour- 
bure considérée  varie  proportionnellement  à  la  distance 
de  la  surface  à  la  surface  infiniment  voisine. 

De  ces  deux  propositions  découle  la  suivante  : 

» 
Suivant  toute  ligne  de  courbure  cVun  ellipsoïde,  le 

rayon  de  courbure  principal  correspondant  varie  pro- 
portionnellement au  cube  de  Vautre  rayon  de  courbure 
principal. 

14.  Considérons  un  quadrilatère  A0A<A2A3,  formé 
par  quatre  lignes  de  courbure.  Soient  a0,a^  a^  a3  les  dis- 
tances de  la  surface  proposée  à  la  surface  liomofocale  infi- 
niment voisine  aux  points  A0,  A,,  A2,A3  ;  soient  R0,Ri, 
R2,R3  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface 
aux  mêmes  points,  suivant  AoA^  A,  A2,  A2  A3,  A3  A0. 
Nous  avons,  d'après  ce  qui  précède, 


Ro 

a* 

""O 

Ri 

a\ 

Ri 

—  ^1 

R2 

~"  aî 

R2 
R3 

—  ~~ ¥> 

R3 

Ro 

_  aK 

multipliant  les  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

(20)  aiai-=.a\ai     ou     —  =  —  • 

Ainsi,  si  sur  une  surface  du  second  degré  on  considère 
un  rectangle  formé  par  quatre  lignes  de  courbure,  les  dis- 
tances  des   sommets   de  ce  rectangle   à   la   surface    du 


(  62  ; 
second    degré   home-focale   infiniment  voisine  forment 
une  proportion. 

15.  Enfin  démontrons  que  les  lignes  circulaires  de 
l'ellipsoïde  en  un  point  sont  également  inclinées  sur 
chacune  des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  ce  point. 

D2 

Le  rayon  de  courbure  d'une  section  no'rmale  est  -p- ?  D 

étant  le  demi-diamètre  de  l'ellipsoïde  parallèle  à  la  tan- 
gente et  P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le 
plan  tangent;  or  D  et  P  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
sections  circulaires  :  donc  les  rayons  de  courbure  des  sec- 
tions normales  dirigées  suivant  les  tangentes  aux  lignes 
circulaires  en  leur  point  d'intersection  sont  égaux.  Il  en 
résulte  la  proposition  énoncée. 


16.  Remarquons  que  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  le  long  d'une  section  circulaire  est  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  plan  tangent  au  centre. 

DE  LÏNVOLUTION  DE  PLUSIEURS  POINTS  SUR  UNE  CONIQUE; 

Par  M.  WEILL. 


[.  Considérons  une  conique  rapportée   à  un  triangle 
conjugué  ;  elle  aura  pour  équation 

Un  point    «le  cette  conique  est  défini  par   un  para- 
mètre /  à  1  aide  des  relations 

Il  I- 

/  3 -,  ,  -     . 

i  /  i  /- 


(63  ) 

Trois  points  pris  sur  cette  conique  formeront  une  in- 
volution  si  l'on  a,  pour  définir  les  valeurs  de  t  qui  leur 
correspondent,  l'équation 

t3-hlt2-t-(al-hb)t  H-cX  -w/-ho. 

En  désignant  par  t  et  t' deux  racines  de  cette  équation, 

on  a 

t*-hbt+d  _    t'3  ■+■  bt'  -+-  d 

t2-hat-+-  c  "  "  t'2  -\-  at'  -h  c9 

d'où  l'on  déduit  % 

'  tn,2-i-att'(t-ht')-hc(t-+-t'y 


(R) 


—  (c  -+-  b)£t'  —  d(t  -^  t')  -\-  bc  —  ad  =  o. 


Telle  est  la  relation  fondamentale  qui  lie  deux  quel- 
conques des  trois  éléments  d'une  involutiondu  troisième 
ordre. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  points  considérés  sur  la  co- 
nique et  soit 

px-\-  qy  —  z  ■=.  o 

l'équation  du  côté  CB;  les  valeurs  de  t  correspondant 
à  C  et  B  seront  données  par  l'équation 

ipt  -+-  q(i—t2)  —  i  —  P  —  o, 
qui  donne 

q  H-  i  1-4-  q 

Ces  valeurs,  transportées  dans  la  relation  (R),  donnent 

,  x  (  (i-  q)*  +  a.2p{i-  q)  +  c.Ap*—  (c+  b)(i  -  q*) 

( i  )  < 

(  —ipd{q->r  i)  -\-  (bc  —  ad){\  -f-^)2=o. 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  est  l'équation 
tangentielle  de  la  conique  enveloppée  par  les  côtés  du 
triangle  ABC.  Or,  si  nous  avons  choisi  pour  triangle  des 


64  , 

coordonnées  le  triangle  conjugué  commun  aux  deux  co- 
niques, l'équation  de  cette  conique  enveloppe  sera 

a    +    p ' 

et  son  équation  tangentielle 

(2)  /)2a+^2p-i  =  o. 

Les  équations  (1)  et  (2)  devant  être    identiques,   on 

aura$ 

a  —  d  =  o,     bc-=  if 

a  .         2  -+-  2  [3  —  a 


,       6  = 


P-I  "  P-I 

La  relation  bc  =  \  donne 

1  4- v/â  H- y/p  =  o  ; 

c'est  la  condition  pour  que  les  deux  coniques 

^•2  _|_  y2  -2  _  q  . 1_   . -2  _  q 

a  fî 

soient  capables  d'un  triangle  inscrit  et  circonscrit. 

Désignons  par  A , ,  13, ,  C,  les  points  de  contact  des  eôté> 

du  triangle  ABC  avec  son  enveloppe;  le  coté  BC  ayanl 

pour  équation 

px  ■+■  qy  —  z  =  o, 

et  la  conique  enveloppe 

1/''  .,   /&-M 


.,    /  />  -h  1  V 


(6-1)» 

les  coordonnées  du  point    \,  seront 


1       o, 


1 
'1       /' 


(b      m 


/  h       ' 

1    *U   i 


(65  ) 
Or,  l'équation  du  troisième  degré  en  t  étant 

tZ    +    lt2    -+-    ht   -h    y    =   O, 

b 
on  a 

t-+-t'-ht"=  —  X,      tt'-i-  tt"  ^  t't"—  b,     tt't"=^j^; 

niais 

2/>  /       T  —  1 

t  H-  £'  ==  — —  ,       «'  =  L  , 

7  -+-  ï  i  -+-  q 

d'où 

i  —  et'  t-\-t' 

q~T^Tt>'  p-"^~rt'> 

ou,  en  introduisant  la  troisième  racine  £", 

i  —  ^2    i  —  b  „  à  —  i 


/>  =  / 


On  en  conclut 


—  2  2  '"  I  -4-  6    I 


d?,  = 


^i  >       J'i 


I—  b    I  +  >'"2  yi  1—6    I+///2 


Si  donc  on  désigne   par  x  et  y  les  coordonnées   du 
point  A,  on  a  les  relations  remarquables 


—  2  x  i  -\-  b 

i  —  b       J  i  —  6  J 


On  voit  l'analogie,  au  point  de  vue  analytique,  entre  la 
droite  AA,  et  la  normale  à  la  conique;  on  trouve  facile- 
ment l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  AA, ,  BB, ,  CC , , 
qui  est 


x     \  "        i  y  x 


b  —  3  /  \ibi\ib        b  —  3 


3 


La  transformation  homographique  rend  compte  de  ce 
résultat;  il  suffit  de  considérer  le  système   de  deux  co- 

Ann.  de  Mathéinat.,  3e  série,  t.  1.  (Février   iX8'2.)  5 
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niques  homofocales  capables  d'un  triangle  inscrit  et  cir- 
conscrit A,  B1C1  5  dans  ce  système,  les  droites  AA<,  BB,, 
CC^  sont  justement  normales  à  l'ellipse  décrite  par  les 
points  Af,  Bl5  C< . 

En  reprenant  le  problème,  proposons-nous  de  trouver 
le  lieu  du  point  O  de  concours  des  droites  A\{ ,  BB< ,  CCj . 
L'équation  de  la  droite  AA{  est,  en  désignant  par  K  et  L 

,  .   ,      —  2  i  -4-  b 

les  quantités  - 


o, 


l-b^ 

i  —  b 

X 

y 

i 

1t 

i  —  p 

i  -f-*2 

2J.K 

L(i--**) 

I  -r-*2 

OU 


a?/*(L—  i)—  2^3[j(i  —  K)h-L  —  K] 
-  a*|>(i  _K)-(L-K)]-h^(i-L)  =  o. 

Cette  équation,  du  quatrième  degré  en  £,  admçt  pour 
racines  les  valeurs  £,  ^,  É*  et  aussi  une  valeur  t'"  corres- 
pondant à  la  quatrième  tangente  qu'on  peut  mener  du 
point  O  à  l'enveloppe  des  droites  AA< .  On  a  donc 


X  = 


2y(l  —  K)  -H2(L 


K) 


H-  bt'"  = 


ar(L  — i) 

2V(I  —  K)  —  2(L 


K) 


ar(i  — L) 


(  )n  en  déduit 


TP 


a      3 
6 H- 3  (6«h-X«)(i— 6) 


ce  qui  donne,  pour  L'équation  du  lieu  du  point  O, 


(«7) 

II.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  passer  du 
triangle  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  à  l'hexa- 
gone jouissant  de  la  môme  propriété. 

SoitO  le  point  d'intersection  des  droites  x  =  o,jy  —  o, 
en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  5  une 
droite  passant  par  ce  point  a  pour  équation 

y  ■=.  m  x 

et  rencontre  la  conique 

x1  -f-  y2  —  z2  —  o 

en  deux  points  auxquels  correspondent  les  valeurs  de  t 
données  par  l'équation 

1  —  t2  —  2/nt  —  o, 
et,  si  tr  et  t\  sont  les  deux  racines,  on  a 


t'  — 


*i 


Gela   posé,  considérons  un  triangle  ABC  qui    se  dé- 
place en  restant  inscrit  et  circonscrit  aux  deux  coniques 


œ2  -h  y2  — 

z2  =  0, 

x2        y2 

z2~o. 

Soient  £,  ^,  t!l  les  trois  valeurs  du  paramètre  qui  corres- 
pondent aux  sommets  A,  B,  G.  Les  droites  OA,  OB,  OC 
rencontrent  la  première  conique  en  trois  autres  points 
A',  B',  G',  auxquels  correspondent  les  valeurs 

—  1  ,        —  1  „         -  r 


t    '       l         t'  l~    t" 


Les  six  points  A,  B,  C,  A',  B',  C'  sont  les  sommets  d'un 
hexagone  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  et  circonscrit 


(  M  ) 

à  deux  coniques  :  la  première  est  la  conique 

x-  -r  y-  —  z2  =  o. 

Proposons-nous  de  trouver  l'équation  de  la  seconde. 

La  droite  AB',   qui   correspond  aux  valeurs  t  el  l\ ,   a 

pour  équation 

z  —  px  -+-  qy, 
et  l'on  a 

tt[  — f-,     t-^t[  — 


Mais  les  valeurs  t  elt'  qui  correspondent  à  A  et  13  sa- 
tisfont à  la  relation  (R),  qui  est 

r-r-  -u.c(t2^-t'2)^{c  —  b)t?+  1  =  0, 

et,  comme  on  a 


/' 


t\ 


i 


la  relation  (R)  devient 

£  +«  (<2  +  tJï)  --(c-t»~  +  .=o. 

t-  -h  t'2  +  ctH[* -\- c  —  {c  —  b)tt\  =o, 

<mi  bien,  en  remplaçant  il! ±  et  i  -f-  /',  par  leurs  valeurs 
en  /;  et  <y,  on  a,  pour  l'équation  tangentielle  de  l'enve- 
loppe des  cotés  de  l'hexagone, 

(3)         ',/>-'   :   y*(3c  —  6  +  2)+(c  +  6-  a)=o; 

l'équation    tangentielle  de  l'enveloppe  des   droites  qui 
joignent  de  deux  en  deux  les  sommets  de  L'hexagotu 
qui  n'est  autre  que  la  conique  enveloppe  des  côtes  «lu 
triangle  ABC,  est 

\cp  '      >/"  [c      b  -h  a)  —  (c  4-  />  —  :>. )  = 

il  faut  v  joindre  la  relation  oc=  i. 


(  «9  ) 
Les   trois  valeurs  de  t,  qui  correspondent  aux  points 
A,  B,  C,  sont  données  par  l'équation 

tz  -+-  X  t1  4-  ht  •+-  cÀ  ==  o  ; 

celles  qui  correspondent  aux  trois  autres  sommets 
sont  données  par  l'équation 

—  i        1        b 

_  +  -r.1  +  cX  =  9î 

En  faisant  le  produit  des  premiers  membres,  mis  sous 
forme  entière,  et  posant 

on  obtient,  pour  l'équation  qui  donne  les  six  sommets, 

^H-Ki3H *v  —  t*  — ï — K  +  t* h  ^K— lr=o. 

c  6  c 

Si  l'on  remplace  c  par  j  dans   la    relation    que  nous 

venons  de  trouver,  et  si  l'on  écrit  les  équations  des  co- 
niques (3)  et  (4)  en  coordonnées  homogènes,  on  peut 
énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  considère  les  deux  coniques 


*«■+-/»■ 

-^2  =  o, 

f- 

^2 

**> 

4            (£  +  02 

{b-iy 

o, 

i°  On  a  un  système  général  de  deux  coniques  telles 
qu'un  triangle  soit  inscrit  à  la  première  et  circonscrit  à 
la  seconde,  et  les  paramètres  qui  définissent  les  l rois 
sommets  satisfont  à  l  équation 

tz  -h  \t-  4-  ht  -4-  t  —  °î 
h 


(7°0 

2°  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle 
aux  points  oh  les  côtés  opposés  touchent  leur  enveloppe 
sont  tangentes  à  la  courbe 


2b)      '  \2b 


s    i 


3°  Le  point  O  de  concours  de  ces  droites  décrit  une 
conique  ayant  pour  équation 


o. 


tf  +  3)*(b  —  i)*       (&H-3)2       {0-hiy 
Théorème  II.  —  Si  l'on  considère  les  trois  coniques 

f!         v2  -■-     __ 

T  +  (6  +  i)2        (*-i)*  = 

46  "■  3  +  26—  b*  "  (6  —  i)2"°' 

i°  O/z  a  w/2  système  général  de  trois  coniques,  telles 
qu'un  hexagone  soit  inscrit  à  la  première  et  circonscrit 
à  la  troisième,  en  même  temps  que  les  droites  qui  joi- 
gnent ses  sommets  de  deux  en  deux  restent  tangentes 
à  la  seconde  . 

2°  Les  paramètres  qui  définissent  les  sommets  de 
l'hexagone  à.  chaque  instant  satisfont  à  l'équation 

h-  -+- 1 
t*      Kr    -  6(2  —  b)tk  —  t*  -    .      K 

—  **6(a  —  b)  +  t.K—  i  =  o. 

On  peut  déduire  du  procédé  indiqué  la  relation  qui 
doit  exister  entre  les  invariants  A,  A',  0,8' de  deux  co- 
niques pour  qu'elles  soient  capables  d'un  hexagone  inscrit 
el  circonscrit;  il  suffit  de  former  l'équation  en  X  «les 
deux  coniques  données  plus  haut  et  d'éliminer  b  entre 


(  7'  ) 
les  relations  d'identiiication  de  cette  équation  avec  l'é- 
quation générale 

aX3  +-0X2  -h  e'X  +  a'  =  o. 

III.  On  peut  envisager  le  problème  de  l'hexagone 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  à  un  point  de  vue 
différent. 

Considérons,  en  effet,  trois  coniques  ayant  mêmes 
points  communs  et  rapportées  à  leur  triangle  polaire 
commun, 


..  J 


(I) 

x~  -+■  >'2  — -s2  =  o, 

(2) 

ou?2  -h  p/2  —  z2-  -=.  O, 

(3) 

x<x«-  _|_  py  _  Z2  __  0> 

avec  la  condition 

I —  a 


P       .   I-P' 


—  A. 


Déterminons  les  paramètres  a,  (3,  a',  fi'  de  manière  que 
les  trois  coniques  soient  telles  qu'un  hexagone  inscrit  à  la 
première  ait  ses  côtés  tangents  à  la  seconde,  pendant  que 
les  droites  qui  joignent  ses  sommets  de  deux  en  deux 
touchent  la  troisième.  Soit  O  le  point  de  rencontre  des 
droites  x  =  o, y  =■  o;  on  peut  assujettir  les  diagonales 
de  l'hexagone  à  passer  en  ce  point  j  elles  formeront  une 
insolation  du  troisième  ordre,  et,  si  l'une  d'elles  a  pour 
équation  y=itx,  les  trois  valeurs  de  t  devront  satisfaire  à 
une  équation  de  la  forme 

t*  4-X*2  -+-(aX  ■+-  b)t-\-cl-hd=zo, 

dans  laquelle  \  est  le  seul  paramètre  variable  et  définit 
à  chaque  instant  la  position  de  l'hexagone.  Cette  équa- 


(  ;»  ) 

tion  donne  entre  deux  de  ses  racines   la  relation 


(B) 


-h  ( c  —  b ) ttx  —  d(t  -\-  tx)  -\-  bc  —  ad 


Si  une  droite  AB  ayant  pour  équation  y  =  mx  ren- 
contre la  première  conique  en  A  et  B,  les  droites  OA  et 
OB  seront  données  par  l'équation 

x1  -+-  y%  —  (  Ix  -h  m  y)2  7=.  o, 
et, si  l'on  pose  -  =  t,. cette  équation  donne 
1  — l2  ilm 


ttt 


-  y 


t-^t,— 


1  —  ni-  1  —  m- 

Ces  valeurs,  transportées  dans  la  relation  (  R),  donnent 

j  (1  —  i2y-  4- c[4/2m2  —  (1  —  1-) (1  —  m2)] 


(5) 


6(1  —  /2)(i  —  m?)  ■+■... =0. 


L'équation  (5)  est  l'équation  tangentielle  de  l'enve- 
loppe de  AB;  mais  elle  doit  se  décomposer,  car  elle  re- 
présente l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  deux  som- 
mets quelconques,  abstraction  faite  des  diagonales.  Les 
(uniques  (2)  et  (3)  ont  pour  équations  en  coordonnées 
tangentielles 


(6) 

(7) 


Bjnr+pp_  ap  =  o, 


Q    11 


VI 


Donc  1  équation  (5)  doit  être  identique,  à  un  facteur  /. 
près,  m  produit  de  ces  deux  équations;  on  en  déduit 

a  —  d-=z  o, 
K  bc,     *'p  k(3c-    h). 

K.       v  y.  >         b         r. 

>h,  h 

K  bc      1 


hc 


h        c    ■     OC. 


(  '■'  ) 

On  a  d'ailleurs 


y  i-p'  --2-p-p' 


&c  —  A. 


On  trouve 


t£  +  l-.:=3clb, 


y. 


(9)  aH =  2 —  c  —  b, 


(10) 


R         2  /;c  —  C  —  £» 


r    '     [i  "  bc 

Posons  a  =  X|3  ;  l'équation  (8)  devient 

(11)  X2  —  X(3c  —  b)-^bc  —  o. 

Les  équations  (9)  et  (10)  donnent,  en  tenant  compte 
des  relations  établies  entre  Z»,  c  et/r,  une  seule  et  même 
équation 

(b  -^-c){\^bc)  —  f\bc 

(12)  X2  -f-  X ; — -— \-bc  =  o. 

bc-\-  1  —  b  —  c 

Les  relations  (11)  et  (12)  doivent  être  identiques;  on 
en  déduit  la  relation 

(  1 3  )  3c2  —  4  bc*  +  6  bc  —  4*c  '—  62  =  o. 

Les  quantités  a  et  a'  sont  données  par  l'équation 

RA 

a  H =2  —  t> —  c 

a 

ou  bien 

a2  -h  a  (  6  -t-  C  —  2)-hi  —b  —  C  -\-  bc  —  O , 
et  les  quantités  [j  et  fi'  par  l'équation 

b-+-c  —  2bc        1  —  b  —  c-\-  bc 


0.2     1     Q 


bc  bc 
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On  aura  tous  les  cas  particuliers  en  joignant  à  la  rela- 
tion (i3)  telle  relation  que  l'on  voudra  entre  les  para- 
mètres  b  et  c. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  l'on  considère  une  conique 

x*-hy2  —  z*  =  o, 
et  trois  droites 

y—tXy     y  —  t'x,     y  —  t"x, 

les  paramètres  £,  tf,   t!1  satisfaisant  à  l'équation 

Û  +  X  P  -t-  ht  -h  c  À  =  o, 

b  et  c  étant  liés  par  la  relation 

3 c2  —  4  bc1  -4-  6  bc  —  4 c  —  U1  =  o. 

i°  Ces  trois  droites  sont  les  diagonales  d'un  hexa- 
gone, variable  avec  X,  inscrit  dans  la  conique  donnée 
et  circonscrit  à  une  seconde  conique; 

2°  Cet  Jiexagone  est  circonscrit  à  une  conique 

ax2-^?y2  —  z'i=zo, 

et  les  droites  qui  joignent  ses  sommets  de  deux  en  deux 
sont  tangentes  à  une  conique 

3°  Les  quantités  a,  a',  [j,  [i'  satisfont  aux  deux  équa- 
tions 

a-   i-  a(&-|-c  —  2)-hi  —  b  —  c  -f-  &c  =  o, 

a«       »  à-\-c  —  9.bc        i  —  h    -  c  -•-  bc 

>  ■  ,,r-  +  Te =°- 

IV.  Les  considérations  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s'appliquent  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits 
i  deux  coniques,  quel  que  soit  le  nombre  de  leurs  côtés; 
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mais  les  calculs  deviennent  de  plus  en  plus  compliqués 
à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente.  Laissant  de 
côté  le  quadrilatère,  dont  les  propriétés  sont  bien  con- 
nues, nous  allons  nous  occuper  du  pentagone  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  coniques. 
Soit 


^24-/2  —  :2  =  o 


l'équation  de  la  conique  à  laquelle  le  pentagone  est  in- 
scrit. Une  droite  ayant  pour  équation 

px  -4-  qy  —  ;  =  o 

rencontre  cette  courbe  en  deux  points  dont  les  paramè- 
tres t  sont  donnés  par  l'équation 

ipt-\-q{\  —  t2)  —  I  —  £2  =  o, 

et,  si  l'on  désigne  par  t  et  t'  les  deux  racines  de  cette 
équation,  on  aura 

tf  4-1  i  +  g 

Toute  relation  entre  P  et  S  donnera  une  relation  entre 
p  et  q\  donc  cette  relation  entre  P  et  S  pourra  être  con- 
sidérée comme  l'équation  de  la  courbe  enveloppe  de 
la  droite  considérée.  Un  calcul  bien  simple  montre  que, 
dans  ce  système  particulier  de  coordonnées,  une  conique 
ayant  même  triangle  conjugué  que  la  conique  donnée 
sera  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

S2  — a(P2  +  i)-}-pP. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  sur  la  conique  donnée 
cinq  points  variables  qui  seront  les  sommets  d'un  pen- 
tagone inscrit  dans  cette  conique  et  circonscrit  à  une 
autre  conique  fixe,  il  existera  entre  les  cinq  valeurs  de  t 


(  ;c  ) 

qui  définissent  ces  points  une  équation  de  la  forme 

o  —  t5  4-  X  t*  -+-  (  av\  H-  bv  )  tz  -+-  (  a2  X  -+-  b2  )  t* 

et,  si  l'on  désigne  par  t  et  t' deux  quelconques  des  racines 
de  cette  équation,  on  aura  entre  ces  racines  la  relation 

t5  -f-  £f  *»  +  b2 12  4-  b%  1 4-  bk        t'°  4-  b,  t'3  4-  .  .  . 


a*t  -t-  du        t  +  —  a,  t 


'a 


Cette  relation,  mise  sous  forme  entière,  et  après  sup- 
pression du  facteur  t  —  £',  donne  une  relation  ration- 
nelle par  rapport  à  S  et  P.  D'après  les  théorèmes  de 
Poncelet,  les  côtés  du  pentagone  et  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  de  deux  en  deux  enveloppent  deux 
coniques  ayant  un  triangle  conjugué  commun  avec  la 
conique  dans  laquelle  le  polygone  est  inscrit.  Donc  l'é- 
quation en  S  et  P  que  nous  venons  de  trouver  repré- 
sente l'ensemble  de  ces  deux  coniques,  et,  par  suite, 
doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  de  la  forme 

S2_a(P2H-i)  —  pP. 

On  en  conclut  que  les  termes  de  degré  impair  en  S 
dans  cette  relation  doivent  disparaître,  ce  qui  exige 

a ,  —  b2  =  a%  -=.  6»  =  o  ; 
la  relation  devient  alors 

-  0t-t-S'[aiPs  — (3ai      bt)V      akbî  |      P* 

Pj      <t t  6,      a,  b%)      <i ,  6|  =  o. 

Soit  AlBCDE  un  des  pentagones  considérés,  et  joi- 
gnons tous  ses  sommets  r  L'un  des  sommets  du  triangle 
conjugué  par  des  droites  dont  l'équation  sera  de  la  forme 
\  mx\  ces  droites  rencontreront  la  conique  circon- 
scrite au  pentagone  en  cinq  autres  points  V.  IV.  C  ■  D  .  I 


(77  ) 
qui  seront  les  sommets  d'un  second  pentagone  inscrit  et 
circonscrit  aux  trois  mêmes  coniques  que  le  premier  ; 
de  plus,  les  paramètres  t{  qui  correspondent  aux  som- 
mets de  ce  second  pentagone  seront  liés  aux  paramètres  t 
par  la    relation   ttA  = —  i.    Si    donc,   dans  l'équation 

en  £,  on  change  t  en  ,  elle  devra  rester  la  même,  sauf 

le  changement  de  \en  V 5  en  faisant  le  calcul,  on  trouve 
facilement  les  relations 

1  b{ 

bi  bs 

Dès  lors,  nous  n'avons  plus  que  deux  paramètres  b{ 
et  b2,  entre  lesquels  existe  une  relation  que  nous  allons 
déterminer. 

Si,  dans  l'équation  entre  S  et  P.  nous  remplaçons  S2 
par  a  (  1  ±P2)  -+-  (3  P,  elle  devra,  pour  des  valeurs  con- 
venables de  a  et  (3,  être  identiquement  satisfaite  5  on  ob- 
tient ainsi  une  équation  du  quatrième  degré  en  P,  qui 
doit  être  une  identité,  ce  qui  donne  cinq  équations  de 
condition,  qui,  d'après  notre  raisonnement,  devront  se 
réduire  à  trois  seulement  :  c'est  ce  qui  arrive,  en  effet, 
car  deux  des  équations  trouvées  se  trouvent  être  les 
mêmes  que  deux  autres  et  l'on  a,  pour  déterminer  a  et  [3 
et  pour  trouver  la  relation  entre  b{  et  &3,  les  trois  équa- 
tions 

a-  -4-  t,a+  bz  =  O, 

p-(3  +  bl)^bl^(b,-iY=o, 
2ap  —  (3  •+-  b'D  a  4-  b$  —  b{  —  6t  Z>3  ==  0. 

Si  l'on  tire  a  de  la  troisième,  et  qu'on  porte  cette  va- 
leur dans  la  première,  on  trouve  une  équation  en  (3  dans 
laquelle  les  coefficients  de  (32  et  de  (3  sont  les  mêmes 
que  dans  la  deuxième  équation  et  l'on  a  immédiatement 


X* 

x- 

1 

y2 

I 

4 

X2 

•  ? 

—  2a 

r2 

I 

4 

'  V 

—  2a' 

?'-+-2a' 
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la  relation  cherchée  entre  bK  et  &3,  qui  est 

[ôj  -  {b3  -i)2]  (4^3 -  &î)  -  b,  (3  +  61)2  =  o. 

L'équation  qui  lie  les  cinq  valeurs  de  t  correspondant 
aux  sommets  du  pentagone  est 

t*+.bxt*->rbzt+-  j-  (b3t'*-t-bi  t-^-i)=o. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV. —  Etant  données  trois  coniques  ayant 
pour  équations 


o, 


7—0, 


si  l'on  a,  entre  les  cinq  valeurs  de  t  qui  définissent  cinq 
points  de  la  première,  la  relation 

f>-lr61f-4-6st+  j-  {bstk+  bit*  -w)=o, 

les  cinq  points  considérés  seront  les  sommets  d'un  pen- 
tagone, variable  avec  X,  inscrit  dans  la  première  co- 
nique,  tandis  que  ses  côtés  et  les  droites  qui  joignent  ses 
sommets  de  deux  en  deux  seront  tangents  aux  deux 
autres  coniques;  les  valeurs  a,  a',  £J,  J3'  sont  données 
par  les  équations 

a2  -+■  bi a  -h  b3  —  o, 
p»~(3  +  6J)p  +  6;.  +  (ô,-i)«  =  o> 

et  les  coefficients  A,  et  />.,  sont  liés  par  la  relation 
La  méthode  que  nous  avons  exposée  peut  être  étudiée 
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d'une  manière  générale,  en  considérant  m  points  pris 
sur  une  conique  et  cherchant  à  quelle  équation  du  degré 
m  en  £,  contenant  un  paramètre  variable  X,  doivent  sa- 
tisfaire les  m  valeurs  qui  définissent  ces  points  pour 
qu'ils  soient  les  sommets  d'un  polygone  circonscrit  à  une 
deuxième  conique;  algébriquement,  le  problème  est 
ramené  «à  la  recherche  des  conditions  pour  qu'un  poly- 
nôme en  S  et  P  admette  un  facteur  de  la  forme 

S2  —  a(P2  +  i)  —  pP. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1881). 


COMPOSITIONS    DADMISSIBILITÉ. 

Composition  sur  un  sujet  de  Licence. 

Théorie.  —  Montrer  que  l'étude  du  mouvement  d'un 
corps  solide  qui  peut  tourner  librement  autour  d'un 
point  fixe,  et  qui  est  soumis  à  l'action  de  forces  qui  sont 
connues  pour  chaque  position  du  corps  solide,  dépend 
de  l'intégration  de  six  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre.  Etablir  ces  équations. 

application.  —  Effectuer  cette  intégration  dans  le 
cas  où  deux  des  moments  principaux  d'inertie  du  corps 
relatif  au  point  fixe  sont  égaux,  et  où  aucune  force  ex- 
térieure n'agit  sur  lui. 

Composition  sur  les  Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde,  et  l'on  considère  les  droites  D 
telles  que,  si  par  chacune  d'elles  on  mène  des  plans  tan- 


(  ^  ) 

gents  à  l'ellipsoïde,  les  normales  aux  points  de  contact 
M.  M'  soient  dans  un  même  plan. 

i  "  Démontrer  cjue  la  droite  D  et  la  corde  MM' sont 
rectangulaires. 

2°  Trouver  le  lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un 
point  donné  A. 

3°  Ce  lieu  est  un  cône  du  deuxième  degré  $  trouver  le 
lieu  des  positions  du  point  A  pour  lesquelles  le  cône  est 
de  révolution. 

4°  Trouver  l'enveloppe  C  des  droites  D  qui  sont  con- 
tenues dans  un  plan  donné  P,  et  la  surface  S  engendrée 
par  la  courbe  C  quand  le  plan  P  se  déplace  parallèlement 
à  un  plan  donné  Q. 

5°  Trouver  pour  quelles  directions  du  plan  Q  la  sur- 
face S  est  de  révolution. 

Composition   sur  les  Mathématiques  élémentaires. 

i°  Résoudre  un  triangle  connaissant  le  côté  «,  l'angle 
H,  la  différence  b — h  entre  le  côté  b  et  la  hauteur  h 
issue  du  sommet  A.  —  Discuter. 

2°  Montrer  que  le  problème  peut  être  ramené  a  la  re- 
cherche des  points  où  le  côté  BA  rencontre  une  parabole 
i\  ant  pour  foyer  le  sommet  C  du  triangle  et  pour  direc- 
trice une  parallèle  au  côté  BC. 

Discuter  à  nouveau  le  problème  et  comparer  les  résul- 
tats des  deux  discussions. 


•  (IMPOSITIONS     FINALES. 

Composition   sur    un   sujet    de    Licence. 

Trouver,  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe  donné,  une  courbe  telle  que  le  plan  oscillateur 


(8.  ) 

en  un  quelconque  de  ses  points  M  soit  parallèle  à  la 
droite  OAl'  qui  joint  le  centre  O  de  l'hyperboloïde  au 
point  M'  symétrique  du  point  M  par  rapport  au  plan  du 
cercle  de  gorge. 

On  formera  l'équation  différentielle  de  la  projection 
sur  ce  plan  de  la  courbe  cherchée,  et  l'on  étudiera  les 
diverses  formes  que  peut  avoir  cette  projection. 


Composition  de  Calcul ' . 


Evaluer  l'intégrale  définie 


/ 


X*\  .V'1  -h  X  -+-  I)2 


Composition  sur  la  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  axe  vertical  (o,  o' z')  et  un  second  axe 
(crf,  c'd')  parallèle  au  plan  vertical  et  qui  rencontre 
le  premier^  on  donne  en  outre  une  droite  de  front 
(ab,  a'V). 

La  droite  (ab,  a!  b'),  en  tournant  autour  de  l'axe  (o,o'z), 
engendre  un  hyperboloïde  H  ;  cette  même  droite,  en 
tournant  autour  de  l'axe  (cd ,  c'd'),  engendre  un  second 
hyperboloïde  H'. 

On  demande  de  construire  la  courbe  d'intersection 
des  deux  hyperboloïdes  et  la  tangente  en  un  de  ses 
points. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  des  parties  ca- 
chées, on  supposera  que  l'hyperboloïde  H  est  enlevé, 
et  que  l'hyperboloïde  H'  est  une  surface  non  transpa- 
rente. 

Ànn.  de  Mathérnat.,  3e  série,  t.  I.  (Février  1882.)  O 


(  82  ) 
Données.  —  Conformes  au  croquis  ci- joint. 


LEÇONS    SUlt    LES    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES. 

1.  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

(f  .r'1  -t-  bx  H-C  =  O. 

2.  Figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe,  par  rap- 
port à  un  point,  par  rapport  à  un  plan. 

)î.  Maximum  et  minimum  de  l'expression 

a ./,2  -+-  b.r  -+■  c 


a'x*  ■+■  b'  x  -+-  c 


\.  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 


.). 


6.  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  dé- 
cimale.  Fractions  périodiques. 

7.  Volume  de  la  sphère  et  du  segment  sphérique. 
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8.  Résolution  des  équations 

ax-\-  by  —  c,     a'  x  -+-  b'y  =  cr. 
Discussion. 

9.  Formules  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustraction 
des  arcs. 

10.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  commun 
multiple  de  plusieurs  nombres. 

11 .  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  du  cercle 
au  diamètre. 

12.  Angles  trièdres.  Trièdres  supplémentaires.  Condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'on  puisse  con- 
struire un  trièdre  avec  trois  faces  données  ou  avec  trois 
dièdres  donnés. 

13.  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité 
près. 

14. 

15.  Étude  géométrique  de  la  parabole. 

16. 

17.  Division  des  nombres  entiers. 

18.  Division  des  polynômes. 

19.  Tangente  à  l'ellipse  (Géométrie  élémentaire). 

20.  Réduction  à  deux  forces  d'un  système  de  forces 
appliquées  à  un  corps  solide.  Condition  d'équilibre  d'un 
système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  libre,  ou 
ayant  un  point  fixe. 

21.  Rabattements.  Changements  de  plan.  Rotations. 
22. 

23.  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite }  plus 
courte  distance  de  deux  droites. 

24.  Nombres  premiers  (première  leçon). 

25.  Equation  bicarrée.  Transformation  des  expressions 

de  la  forme  ya±\/b  en  une  somme  algébrique  de  deux 
radicaux  simples. 


(  »î  ) 

20.  Figures  hoinotliétiques  (Géométrie  plane). 

27. 
28. 
29. 


LEÇONS    SI  K    LES    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES. 


1 


2.  Exposer  quelques-unes  des  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles ou  reconnaît  la  nature  d'une  surface  du  second 
ordre  donnée  par  son  équation. 

3.  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coordon- 
nées rectilignes  (première  leçon). 

4. 

5.  Application  delà  théorie  des  dérivées  à  l'étude  des 
fonctions  d'une  seule  variable.  —  Exemples. 
6. 


7.  lim  (  i  H j    i  quand  m  devient  infini. 

8.  Théorème  de  "Roi le.  Son  usage  pour  la   séparation 
des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcendante. 

9.  Approximation  desracines  d'une  équation.  (Méthode 
de  Newton.) 

10.  Génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique (Géométrie  analytique). 

1  1 .  Plans  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second  de- 
gré. 

12.  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  ^on 
ramènera  la  question  à  la  résolution  d'une  équation  du 

troisième  degré  et  Ton  discutera  le  problème). 

13.  Transformation  des  équations  algébriques.    — 
Exemples. 

1  \.  Première  Leçon  sur  les  séries. 
15. 
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16. 

17. 

1<S.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

19.  Etant  donnée  l'équation  générale  d'une  ellipse, 
trouver  les  axes  en  grandeur  et  en.  position.  Etant  donnée 
L'équation  d'une  parabole,  trouver  l'équation  de  son  axe 
et  la  grandeur  de  son  paramètre. 

20.  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  hyper- 
Boloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

21.  Section  plane  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe  (cas  où  la  section  est  une  hyperbole). 

22.  Etude  algébrique  de  l'équation  en  S. 

23.  Limites  des  racines  d'une  équation  algébrique. 
2i.   Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 

équations  algébriques  à  une  seule  inconnue  aient  au 
moins  une  racine  commune. 

25.  Recherche  de  l'équation  d'une  surface  d'après  sou 
mode  de  génération. 

26. 

27.  Mener  d'un  point  donné  une  normale  à  l'ellipse. 

28.  Connaissant   cos  a*  calculer  cos  —    Connaissant 

m 

smsz,  calculer  sin — 
m 

29.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième 
degré.  Discussion. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  POUR  1/ADMISSION  A  l/ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  DANOISE. 


1872,  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  diago- 
nales, l'angle  qu'elles  font  entre  elles  et  l'angle  formé 
par  les  côtés  non  parallèles. 
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1873.  Construire  un  triangle  ABC,  le  côté  BC  devant 
être  tangent  à  un  cercle  donné,  le  côté  CA  devant  être 
tangent  à  un  autre  cercle  en  A,  pendant  que  le  troisième 
côté  AB,  projongé  s'il  est  nécessaire,  passe  par  un  des 
deux  centres  de  similitude  des  deux  cercles,  et  l'angle  C 
étant  égal  à  6o°.  Combien  y  a-t-il  de  solutions? 

1874.  Inscrire  à  un  secteur  de  cercle  ABC  un  secteur 
abc  semblable  au  premier,  de  telle  manière  que  Je  cen- 
tre c  se  trouve  en  un  point  donné  de  l'arc  de  cercle  AB. 

1875.  Construire  un  quadrilatère  ABCD,  connaissant 
les  deux  distances  des  milieux  des  côtés  opposés,  l'angle 
formé  parles  deux  droites  joignant  ces  milieux  et  deux 
angles  du  quadrilatère,  ces  deux  angles  pouvant  être  soit 
deux  angles  consécutifs,  soit  deux  angles  opposés. 

1876.  Un  cercle  et  deux  droites  étant  donnés  dans  un 
plan,  construire  une  droite,  de  direction  donnée,  (ren- 
contrant le  cercle  en  deux  points  A,  B,  et  les  droites  en 
deux  points  rz,  b,  tels  que  les  distances  A<7,  BZ>  soient 
égales  en  grandeur. 

Comment  résout-on  la"  question  si  l'on  remplace  le 
cercle  donné  par  une  ellipse? 

1877.  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  deux 
diagonales,  la  distance  de  leurs  milieux  et  la  hauteur. 

1S7S.  i°  Construire  un  triangle  dont  les  côtés  sont 
parallèles  à  des  droites  données  et  dont  les  sommets  se 
trouvent  sur  des  droites  données. 

2°  Mener  une  droite  parallèle  à  unv  droite  donnée  de 
telle  manière  qu'elle  divise  dans  le  même  rapport  deux 
côtés  opposés  d'un  quadrilatère  plan.  Montrer  que  la 
même    question    n'est    résoluble    pour    un    quadrilatère 

gauche  que  dans  le  cas  <>u  la  droite  donnée  se  trouve 

dans  un  plan  parallèle  aux  côtés  qu'on   ne  divise  pas. 
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1879.  i°  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  un 
angle,  le  côté  opposé  et  le  rapport  des  deux  autres  côtés. 

i°  Construire  un  quadrilatère  ABCD  circonscriptible 
à  un  cercle,  connaissant  la  différence  des  angles  opposés 
B  et  D,  la  différence  des  côtés  AB  et  AD  et  les  rapports 

-=— -  et  ^ttt  des  distances  du  centre  du  cercle  inscrit  aux 

sommets  opposés. 

(Extrait  du  Bulletin   des  Sciences  mathématiques) . 


COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS 
LES  DIFFÉRENTES  FACLLTÉS  DE  FRANCE.  EN  1880. 


SESSION   DE   JUILLET. 


Marseille. 


Composition  d'Analyse.  —  La  tangente  MT  menée 
d'un  point  quelconque  M  d'une  surface  à  une  sphère 

donnée  de  rayon  a  est  dans  un  rapport  constant  y  avec 

la  moyenne  proportionnelle  entre  la  distance  OP  du 
centre  O  de  cette  sphère  au  plan  tangent  à  la  surface 
au  point  M  et  la  longueur  MN  de  la  normale  en  ce 
point  à  la  surface,  cette  normale  étant  terminée  par  sa 
trace  N  sur  un  plan  diamétral  fixe  de  la  sphère.  On 
demande  : 

i°  De  trouver  l'équation  générale  de  la  surface  ; 

2°  De  trouver  l'équation  de  la  surface  :    i°  lorsque  le 

rayon  a  de  la  sphère  est  nul  ;  i°  lorsque  le  rapport-  est 

à 

égal  à  l'unité  ; 

3°  De  discuter  ces  divers  résultats. 
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Composition  de  Mécanique.  —  Deux  points  M,  M' 
mobiles  dans  un  plan  sans  frottement  sont  reliés  par  un 
fil  flexible,  inextensible  et  sans  masse  qui  passe  sans 
frottement  dans  un  anneau  très  petit  situé  dans  le  plan. 
Le  point  M'étant  astreint  à  décrire  une  droite  AB  du  plan 
et  le  fil  étant  tendu,  la  vitesse  initiale  du  point  M  étant 
perpendiculaire  au  rayon  OM,  on  demande  d'étudier  le 
mouvement  du  système  dans  le  cas  général  et  dans  celui 
où  la  droite  AB  passe  par  le  point  O. 

Il  n'y  a  pas  de  forces  appliquées. 

Epreuve  pratique.  —  Etant  données  la  latitude  géo- 
graphique o  d'un  lieu,  l'ascension  droite  y.  et  la  décli- 
naison o  d'un  astre,  calculer  l'azimut  et  la  distance 
zénithale  de  cet  astre  au  temps  sidéral  /. 

Besançon. 

Composition  d'Analyse.  —  Déterminer  une  courbe 
telle  que,  menant  par  un  point  quelconque  la  tangente 
MT  et  la  normale  MN,  les  diagonales  du  quadrilatère 
formé  par  ces  deux  droites  et  les  deux  axes  O./et  Or 
fassent  un  angle  donné  0. 

Composition  deMécanique. —  Déterminer  la  figure 
(I  équilibre  d'un  (il  fixé  en  deux  de  ses  points  et  attiré 
par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  la  distance  zénithale 
«I  un  a -tre.  sa  distance  polaire  el  la  latitude  du  lieu.  Cal- 
<  nier  l'angle  horaire  du  plan  méridien  qui  contient  l'astre. 


Bordeaux. 


Composition  d'Analyse.      -  On  a  deux  plans  dont 
l'un  se  meul  parallèlement  à  lui-même  avec  une  \n 
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constante,  tandis  que  l'autre  tourne  aussi  avec  une 
vitesse  constante  autour  d'une  droite  fixe  A  perpendicu- 
laire à  la  direction  du  premier.  La  droite  d'intersection 
rencontre  dans  chacune  de  ses  positions  une  surface  de 
révolution  ayant  pour  axe  l'axe  de  rotation  du  second 
plan. 

Étudier  la  courbe  tracée  par  ces  rencontres  sur  la 
surface  de  révolution.  On  considérera  plus  spécialement 
le  cas  où  la  surface  de  révolution  est  un  cône.  Calculer 
alors  les  angles  de  contingence  et  de  torsion  de  la  courbe. 

Examiner,  si  le  temps  le  permet,  le  cas  d'une  sphère. 

Composition  de  Mécanique.  —  Première  question 
(lemme).  —  Une  figure  plane  A,  située  dans  le  plan 
xy,  tourne  avec  ce  plan  autour  de  l'axe  des  y\  la 
vitesse  angulaire  w  est  constante.  On  demande  les 
expressions  simplifiées  de  la  résultante  R  des  forces 
centrifuges  nées  du  mouvement  et  du  couple  G,  qu'on 
obtiendrait  en  transportanteette résultante  parallèlement 
à  elle-même  au  centre  de  gravité  de  la  figure. 

Seconde  question  (application).  —  Une  tige  pesante 
homogène  a  ses  extrémités  A  et  B  obligées  de  rester 
l'une  sur  la  verticale  Or,  l'autre  sur  l'horizontale  O x\ 
le  plan  xy  tourne  avec  la  vitesse  constante  w  autour  de 
Or.  On  néglige  le  frottement.  On  demande  : 

i°  La  position  d'équilibre  de  la  tige  AB  pour  une 
vitesse  angulaire  donnée  m  (détermination  de  l'angle  9 
qu'elle  fait  avec  l'horizontale)  ; 

20  Les  pressions  exercées  par  la  tige  sur  les  axes 
Ox,  Oy; 

3°  Les  équations  différentielles  du  mouvement  dans 
le  cas  général  ; 

4° La  détermination  complète  du  mouvementlorsquela 
tige  est  très  légèrement  écartée  de  sa  position  d'équilibre. 


(  90  ) 
Épreuve  pratique.  —  Calculer  de  2m  en  2"1,  et  pour 
des  angles  horaires  variant  de  4h  à  41,ioni,  la  hauteur 
au-dessus  de  l'horizon  d'une  étoile  dont  la  déclinaison 
est  i°2i/i4''v^2-  La  latitude  est  de  44°5o/i9*,o.  On 
vérifiera  l'exactitude  des  calculs  par  la  méthode  des 
différences. 

Grenoble. 

Composition  de  Mécanique.  —  Etudier  le  mou- 
vement d'un  point  matériel  dans  un  plan,  en  supposant 
qu'il  soit  attiré  par  un  point  fixe  de  ce  plan,  en  raison 
inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance. 

Indiquer  les  différentes  formes  de  la  trajectoire  au 
moyen  de  son  équation  différentielle.  Dans  quel  cas 
peut-on  effectuer  complètement  l'intégration? 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  l'azimut  du  centre 
du  Soleil  à  3h  iom  de  l'après-midi  (temps  moyen)  avec  les 
données  suivantes  : 

Latitude  du  lieu 4  r>°  l  i  ' l  '>" 

Déclinaison  australe  du  Soleil \-°\< 

Equation  du  temps i3m  48*. 

(A  suivre.  ) 

IHjBLICATIOXS  régentes. 


Lezio.m  sii.la  Teoria  dei  NTJMEBJ  di  P. -G.  Lejeune- 
Dirïchlet,  pubblicatee  corredate  di  appendici  da  JR.  De- 
dehind,  tradotte  dalla  terza  edizione  da  Aurcliano  Fai- 
fofer.  lu-S.  — Venezia,  tipografia  Emiliana;  1881. 

Ikvkstic.Ac.iom  S      riLOSOFICO-MATEMÀTICÀS     SOBRE    LAS 

c  LNTIDADB8  i m acinari as.  por  jépolinar  Fola  Igurbide. 
Primera  seccion.  Grand  iu-8.  Prix:5fr,5o. — Valeneia, 
imprenta  de  Manuel  Àlufre;  1881. 
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OEuvres  complètes  de  Lagrange,  publiées  par  les 
soins  de  M.  J .-A.  Serret,  membre  de  l'Institut,  sous  les 
auspices  du  Ministre  de  l'Instruction  publique.  Tomes 
VIII  et  IX.  In-4.  Prix  :  i8fr  chacun.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars;  1879-1881. 

Éléments  de  Géométrie,  conformes  aux  derniers  pro- 
grammes officiels,  renfermant  un  grand  nombre  d'exer- 
cices, et  suivis  d'un  Complément  à  l'usage  des  élèves  de 
Mathématiques  élémentaires  et  de  Mathématiques  spé- 
ciales, et  de  notions  sur  le  lever  des  plans  et  le  nivelle- 
ment; par  MM.  E.  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse. 
3e  édition,  entièrement  refondue.  ïn-8.  Prix  :  6fr.  Paris, 
Gauthier-Villars;  1881. 

Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par  M.  J.  Hoiiel. 
Tome  IV.  Grand  in-8.  Prix  :  iofr.  —  Paris,  Gautliier- 
Villars;  1881. 

Traité  de  Mécanique  générale,  comprenant  les  Le- 
çons professées  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole 
nationale  des  Mines,  par  M.  H.  Resal,  membre  de  l'In- 
stitut. Tomes  V  et  VI,  comprenant  la  Résistance  des 
matériaux,  les  Constructions  en  bois,  les  Maçonneries, 
les  Fondations,  les  Murs  de  soutènement,  les  Réservoirs, 
les  Voûtes,  les  Ponts  et  Charpentes,  les  Constructions 
métalliques,  la  Navigation  intérieure  et  les  Travaux 
maritimes.  In-8.  Prix  :  i2fr,5o  et  i5fr.  —  Paris,  Gau- 
thier-Villars  5  1880-1 881. 

Cours  de  Mécanique  de  l'Ecole  Polytechnique,  par 
Ch.  Sturm,  revu  et  corrigé  par  M.  Prouhet.  4  e  édi- 
tion, suivie  de  Notes  et  Enoncés  de  problèmes,  par 
M.  de  Saint- Germain,  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Caen.  1  vol.  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 
Prix:  i4lr.  —  Paris,  Gauthier-Villars  ;  1881. 
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Col  us  d'Astronomie  de  l'Ecole  Polytechnique,  par 
M.  FI.  Fayc,  membre  de  l'Institut.  ire  Partie:  Astrono- 
mie sphérique,  Description  des  instruments,  Théorie 
des  erreurs,  Géodésie  et  Géographie  mathématiques. 
Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  iafr,5o. 
—  Paris,  Gauthier-Villars*,  1881. 

L'Astronomie  pratique  et  les  Observatoires  en 
Europe  et  en  Amérique,  depuis  le  milieu  du  xvne  siècle 
jusqu'à  nos  jours-,  par  MM.  C.  André  et  A.  Angot. 
I\  c  Partie,  Observatoires  de  l'Amérique  du  Sud  et  établis- 
sements météorologiques  des  Etats-Unis.  Tn-18  jésus, 
avec  ligures  dans  le  texte.  Prix:  31'.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars;  1881. 

Notes  sur  les  proorès  récents  de  la  Physique, 
Appendice  au  petit  Traité  de  Physique  de  M.  Jamin,  par 
M.  E.  Boutj,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.  In-8. 
Prix:  ifr,5o. — Paris,  Gauthier-Villars \  1882. 

Nouveaux  éléments  d'Algèbre,   par  M.  Gr.  Mathet, 

professeur  au  lycée  de  Lyon.  I11-8.  —  Paris,  Hachette; 
1881. 

Leçons  d  Arithmétique,  rédigées  conformément  aux 
programmes  du  2  août  1880,  pour  les  classes  de  hui- 
tième el  de  septième,  par  M.  A.  Ducale/,  professeur  au 
lycée  I  oiitanes.  In-8,  avec  19  ligures  dans  le  texte.  — « 
Paris,  G.  Masson;  1882. 

Le  Projezioni  delle  Carte  geograficbu  .  per  Matteo 
FYori/u,  ingegnerc  e  professore  di  geodesia  nella  l  ui- 
versità  di  Bologna.  In -S.  —  Bologna,  N.Zanichelli  ;  1 88  1 . 

Eléments  de  Géométrie  descriptive,  avec  de  Qora- 
breux  exercices,  par  F.  I.  C.  In- 1  S.  —  Paris,  Poussielgue 

frères:  1S82. 
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L'Arithmétique  des  Grecs  dans  Héron  df Alexan- 
drie i  par  Paul  Tannery.  Extrait  des  Mémoires  de  la 
Société  des  Sciences  physiques  ei  naturelles  de  Bor- 
deaux, t.  IV,  2  e  série,  2  e  cahier. 

Sur  la  mesure  du  cercle  d  Archimède  -,  par  Paul 
Tajnnery.  Exti'ait  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  IV, 
2e  série,  3e  cahier. 

Sur  les  séries  récurrentes  dans  leurs  rapports  avec  les 
équations  ;  par  C.-A.  Laisant.  Extrait  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  2  e  série,  t.  V*,   1 88 1 . 

Le  calcul  des  opérations  chimiques,  soit  une  méthode 
pour  la  recherche,  par  le  moyen  de  symboles,  des  lois  de 
la  distribution  du  poids  dans  les  transformations  chi- 
miques', par  B.-G.  Brodie.  Compte  rendu,  par  A.  Lai- 
sant.  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
2e  série,  t.  V;  1881. 

Sur  les  cures  des  courbes  anallagmatiq ues ',  par  V. 
Liguine.  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, 2e  série,  t.  V}  1 88 1 . 

Sopra  alcuni  invarianti  di  due  forme  binarie  de  gli 
ordini  5  e  2  o  5  e  3,  e  in  particolare  sul  risultante  di 
esse,  per  Emuco  d'Ovidio.  Extrait  des  Memorie  délia 
Sociela  italiana  délie  Scienze  (detta  dei  XL),  tome  IV; 
1881. 

Intégration,  sous  forme  finie,  des  formules  de  Fres- 
nel  relatives  à  V intensité  et  à  V anomalie,  dans  sa  Théo- 
rie de  la  diffraction  de  la  lumière;  par  Escary.  Extrait 
des  Mémoires  de  l  Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences  ;  1880. 

Ueber  einige  akustische  Besvegungserscheinungen. 
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PRÉFACK    DE    L'AUTEUR. 

Le  Traité  de  Géométrie  analytique  que  nous  publions  au- 
jourd'hui est  fait  pour  les  élèves  et  pour  tous  ceux  qui  s'inté- 
ressent à  cette  science.  Nous  pensons  que  chacun,  fort  ou  faible, 
saura  y  puiser  dans  la  mesure  de  ses  besoins,  et  eu  égard  au 
but  qu'il  poursuit.  Il  n'est  le  reflet  d'aucun  de  ses  pareils;  mais, 
à  quelques  résultats  près,  dont  plusieurs  ont  été  indiqués  par 
nous  dans  des  travaux  antérieurs,  et  sous  la  réserve  de  ce  qui 
va  suivre,  il  ne  renferme  rien  qui  n'ait  été  dit  dans  un  livre  clas- 
sique. Il  a  son  caractère  propre,  provenant  de  ce  que  nous  avons 
surtout  cherché  à  vulgariser  l'emploi  de  ces  méthodes,  si  con- 
nues et  si  appréciées  aujourd'hui  par  le  public  savant  et  par  le 
corps  enseignant,  mais  que  les  élèves  ignorent  en  général  :  nous 
avons  nommé  la  dualité  et  l'homographie.  En  consacrant,  dès 
le  début,  quelques  leçons  à  leur  présenter  franchement  ces 
deux  puissantes  méthodes  de  transformation,  quel  large  hori- 
zon n'ouvre-t-on  pas  à  ceux  qui  apprennent,  et  combien  d'ef- 
forts pénibles*  et  stériles  sont  évités  lors  du  développement  ul- 
térieur de  l'esprit  géométrique?  Aussi  trouvera-t-on,  dès  le 
premier  Livre,  un  chapitre  consacré  à  l'étude  spéciale  de  cha- 
cune de  ces  méthodes,  à  la  suite  immédiate  de  celle  de  la  ligne 
droite  et  du  point. 

Dans  le  second  Livre,  nous  abordons  la  théorie  générale  des 
courbes  planes,  croyant  qu'elle  doit  être  placée  avant  la  théo- 
rie particulière  des  coniques,  afin  d'éviter  de  nombreuses  répé- 
titions. L'asymptote  y  reçoit  sa  véritable  définition,  qui  est 
celle  de  la  Géométrie  descriptive,  et.  d'où  l'on  déduit  si  simple- 
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ment  son  équation  et  ses  propriétés.   Nous  y  insistons  particu- 
lièrement sur  la  recherche  des  points  singuliers,  dont  le  nombre 
et  l'espèce  modifient  si  profondément  la  nature  de  la  courbe. 

Le  troisième  Livre  traite  exclusivement  des  courbes  du  second 
degré.  Un  chapitre  est  consacré  à  l'étude  du  cercle,  dont  une 
suite  nécessaire  est  la  théorie  de  l'involution,  si  utile  par  ses 
applications  de  toute  espèce.  Les  élèves  rencontreront  peut-être 
quelques  difficultés  provenant  de  la  notation  adoptée  pour 
l'équation  de  la  conique  générale.  Qu'il  nous  soit  permis  à  ce 
sujet  de  signaler  les  inconvénients  résultant  de  la  notation 
habituelle,  qui  ne  s'adapte  pas  à  la  géométrie  de  l'espace  dans 
laquelle  les  élèves  ne  reconnaissent  plus,  lors  de  l'étude  des 
surfaces  du  second  degré,  certaines  fonctions  des  coefficients  de 
l'équation  générale  d'une  conique,  qui  se  présentent  constam- 
ment en  Géométrie  à  deux  dimensions.  Pour  éviter  cet  incon- 
vénient, il  esl  nécessaire  que  l'ensemble  des  termes  en  x,  y,  z-. 
dansl'équation  des  surfaces  du  second  degré,  reproduise  identi- 
quement l'équation  rendue  homogène  des  coniques  :  c'est  ce 
qui  n'arrive  pas  avec  la  cotation  habituelle,  tandis  que  les  nota- 
tions anglaise  et  allemande  s'y  prêtent  tout  à  fait.  La  seconde, 
dan*  laquelle  les  coefficients  sont  tous  les  mêmes  et  ae diffèrent 
que  par  les  indices,  est  incontestablement  supérieure;  mais 
l'habitude  en  est  longue,  l'emploi  sujet  à  des  erreurs;  et  uous 
avons  jugé  la  première  préférable  pour  les  élèves.  Qu'il  nous 
suffise  d'ajouter  que,  dans  l'étude  des  coniques,  nous  avons 
regardé  la  théorie  du  centre,  des  diamètres  et  des  axes,  comme 
un  v;\>  particulier  de  celle  des  pôles  et  polaire»;  et  que  nous 
avons  insisté,  à  propos  de  la  détermination  de  ces  courbes, 
sur  la  relation  linéaire  la  plus  générale  entre  les  coefficients, 
d'où  dérive  la  notion  des  systèmes  linéaires, 

Enfin,  dans  le  quatrième  Livre,  nous  donnons,  à  propos  de  la 
construction  des  courbes,  quelques  Dotions  sur  les  courbes  du 
troisième  ou  <lu  quatrième  degré;  et  un  second  Chapitre  traite 
des  coordonnées  polaires  et  de  leurs  applications. 

Tel  est,  dans  son  ensemble,  l'ouvrage  que  non-  pr<  sentons  au 
public  :  non»  désirons  Burtout  l'approbation  des  personnes  com- 
pétentes, et  leurs  observations  seront  toujours  accueillie-  avec 
intérêti 

l  n  second  Volume  sera  consacré  à  la  Géométrie  analytique  à 
t rois  dimensions.  II.  P. 
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SIR  l/Ii\TER$ECTION  DE  1/HYPERROLOIDE  DE  RÉVOLUTION 
ET  DINE  DROITE; 

Par  M.  Eugène  ROUGHÉ. 


La  distance  d'un  point  quelconque  d'un  hyperboloïde 
de  révolution  au  plan  P  du  cercle  de  gorge  est  propor- 
tionnelle à  la  longueur  de  la  tangente  menée  à  ce  cercle 
par  la  projection  du  point  sur  le  plan  P  5  le  rapport  de  la 
première  ligne  à  la  seconde  est,  en  eiiét,  égal  à  la  cotan- 
gente  de  l'inclinaison  des  génératrices  sur  l'axe. 

Si  donc  deux  liyperboloïdes  H^H(  ont  leurs  cercles 
de  gorge  S  =  o,  St  =  o  dans  un  même  plan  P,  la  pro- 
jection de  leur  intersection  sur  tout  plan  parallèle  à  V 
sera  le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  tangentes  menées  de 
ce  point  aux  cercles  S  et  S!  aient  un  rapport  constant  K, 
c'est-à-dire  un  cercle  S  —  K2  S<  =  o. 

Cela  posé,  soit  H  un  hyperboloïde  de  révolution  à 
axe  vertical,  (<i,  d')  une  droite  quelconque,  (e,  e')  le 
point  où  cette  droite  perce  le  plan  P  du  cercle  de  gorge $ 
prenons  arbitrairement  dans  le  plan  horizontal  un 
point  co  sur  la  perpendiculaire  fj\  menée  par  e  à  la 
droite  d>  et  désignons  par  Hj  l' hyperboloïde  engendré 
par  la  rotation  de  (r/,  d1)  autour  de  la  verticale  du 
point  (o.  Le  cercle  de  gorge  de  cet  hyperboloïde  auxiliaire 
sera  dans  le  plan  P  ;  l'intersection  des  deux  hyperbo- 
loïdes H  et  H1  se  projettera  donc  horizontalement  sui- 
vant un  cercle  c,  et  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle 
et  de  d  seront  les  projections  horizontales  des  points 
communs  à  la  droite  (e?,  d')  et  à  l'hyperboloïde  pro- 
posé H. 

La  méthode  de  Duleau  {Correspondance  sur  V Ecole 

Ann.de  M atkérnaC,  3e  série,  t.  I .  (Mars  i  88;.)  7 
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Polytechnique,  t.  I,  p.  438),  aussi  bien  que  la  méthode 
du  paraboloïde  à  trois  directrices  de  frout  (que  j'ai  don- 
née le  premier,  je  crois,  dans  mes  cours,  il  y  a  plus  de 
douze  ans),  sont  fondées  Tune  et  l'autre  sur  l'emploi 
d'un  point  déterminé,  ce  qui  est  un  défaut,  ce  point  pou- 
vant se  trouver  soit  trop  rapproché,  soit  hors  des  limites 
de  l'épure.  La  méthode  précédente,  d'ailleurs  si  simple 
en  théorie,  ollre  au  contraire  l'avantage,  inhérent  à 
toute  bonne  solution  graphique,  de  laisser  à  l'opérateur 
une  certaine  latitude.  Le  point  'w  n'étant,  en  effet,  as- 
treint qu'à  se  trouver  sur  une  droite  déterminée  ffK, 
peut  toujours  être  choisi  de  façon  que  le  cercle  de  gorge 
de  l'hyperboloïde  auxiliaire  coupe  bien  le  cercle  de  gorge 
de  l'hyperboloïde  primitif.  Les  points  communs  à  ces 
deux  cercles  appartiendront  au  cercle  c,  dont  on  déter- 
minera ensuite  deux  nouveaux  points,  en  coupant  les 
deux  hyperboloïdes  par  un  plan  horizontal  convenable- 
ment choisi.  (Il  vaut  mieux  procéder  de  la  sorte  que  de 
déterminer  directement  le  centre  du  cercle  c,  en  se  fon- 
dant sur  ce  que  le  rapport  de  ses  distances  aux  centres 
des  cercles  de  gorge  est  égal  à  K2.) 

Si  l'on  tenait,  malgré  tout,  à  particulariser,  on  pour- 
rait prendre  «  sur  la  parallèle  menée  par  la  trace  hori- 
zontale de  (rf,  d')  à  la  droite  que  déterminent  le  pied  de 
l'axe  de  l'hyperboloïde  H  et  la  trace  horizontale  de  l'une 
des  génératrices  dont  la  projection  est  parallèle  à  d '.  La 
quantité  K,  qui  est  égale  au  rapport  des  projections  des 
portions  de  génératrices  comprises  entre  le  plan  horizon- 
tal et  le  plan  des  cercles  de  gorge,  serait  alors  égale  au 
rapport  des  rayons  R  et  R,  de  ces  cercles,  et  la  circonfé- 
rence c  deviendrait  la  circonférence  RJS —  R2S,  =  o, 
dont  un  diamètre  a  pour  extrémités  les  centres  de  simi- 
litude des  <I<mi\  cercles  de  gorge. 
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THÉORÈME  DE  l/HEX \GONE  INSCRIT  DANS  UNE  CONIQUE , 

Par  M.  Henri  DUFAU, 

Klève  du  lycée  de  Bordeaux. 


Nous  allons  déduire  de  la  propriété  fondamentale  do 
la  polaire  le  théorème  de  Pascal,  et  cela  par  un  raison- 
nement géométrique  élémentaire. 

Considérons    l'hexagone   abcdnipi    (fig-   i)    inscrit 

Fig.   i. 


dans  la  conique  A}  M,  N,  P  sont  les  points  de  rencontre 
des  côtés  opposés. 

Joignons  deux  à  deux  les  sommets  opposés  de  l'hexa- 
gone ;  nous  formons  ainsi  un  triangle  {Jtvra.  Prenons  suc 
cessivement  : 

Le  pôle  m  de  vtb  par  rapport  à  la  conique, 
Le  pôle  n  de  rojA  » 

Le  pôle  p  de  ;jlv  » 


(  IO°  ) 

Ji  est  facile  de  voir  que  les  points  M,  N,  P  seront  res- 
pectivement sur  les  cotés  du  triangle  mnp  :  par  exemple, 
P  sera  sur  mn  polaire  de  tz\  car,  nKb  et  ad  se  coupant  en 
tît,  ah  et  nK  d  se  couperont  sur  la  polaire  de  m. 

Cela    posé,    considérons    les    deux    triangles    nuip    et 

///,/*,/?,  : 

nui   coupe  m{  //,    en    P. 

nj>        »        //,  />,     »     M, 

pm        »       Piffh     »     IN- 

Or,  d'après  un  théorème  connu,  pour  que  M,  .V  P 
soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  som- 
mets correspondants  soient  situés  sur  trois  droites  con- 
courantes kmnii,  k/m{,  kppt. 

Or  je  dis  que  cette  condition  est  remplie. 

En  effet,  n  est  le  pôle  de  rzn{  :  donc  nnK  est  tangente 
à  la  conique  en  nK  ;  p  est  le  pèle  de  pt  v  :  donc  />/>i  esl 
tangente  à  la  conique  en  ps  ;  ces  deux  tangentes  se 
coupent  en  k.  En  outre,  j){  nK  et  ad  se  coupent  en  S. 

A,  mK  et  m  se  trouvent  alors  sur  la  polaire  de  S,  d'a- 
près la  propriété  de  la  polaire  déjà  signalée  :  donc  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite.  c.   q.    f.  d. 

La  démonstration  corrélative  conduirait  au  théorème 
corrélatif,  celui  de  Brianchon  ;  elle  ne  diffère  de  la  pré- 
cédente (pie  par  l'échange  de  l'élément  point  en  L'élé- 
ment droite,  et  réciproquement.  Tout  revient  alors  à  dé- 
montrer que  deux  triangles  ont  leurs  sommets  alignés 
sur  un  même  point,  ou,  et;  qui  revient  au  même,  que 
les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  sur  une 
même  droite,  (pie  l'on  constate  être  la  polaire  d'un  cer- 
tain point  par  rapport  a  la  conique. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que.  réciproquement, 

du  théorème  de   Pascal   ou   peut  déduire  la   propriété 

fondamentale  de  la  polaire. 


(     1PI 

Considérons  une  courbe  8  à  laquelle  le  théorème  de 
Pascal  soit  applicable;  je  dis  que  le  lieu  des  conjugués 
harmoniques  P  de  O  par  rapport  aux  points  A  et  B, 
quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  quelconque  O, 
est  une  ligne  droite. 

En  effet,  par  O  faisons  passer- deux  sécantes  fixes  ODC, 

Fis,  2. 


OEF  et  la  sécante  mobile  OAB.  Appliquons  le  théo- 
rème de  l'hexagone;  les  trois  points  M,  O,  IN  seront  en 
ligne  droite. 

Dans  le  quadrilatère  complet  ALBKMN,  les  quatre 
points  O,  A,  P,  B  seront  conjugués  harmoniques  ;  de 
même  pour  ODGC  et  OEHF,  sections  de  deux  faisceaux 
harmoniques  L.OAPB  et  K.OAPB.  Donc  le  lieu  des 
conjugués  harmoniques  P  sera  la  droite  fixe  HG. 

Il  résulte  de  là  que  le  théorème  de  l'hexagone  est  une 
conséquence  immédiate  de  la  propriété  de  la  polaire,  et 
réciproquement  ;  on  peut  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, construire  la  courbe  par  points,  connaissant  cinq 
points,  rien  qu'en  se  servant  de  la  polaire. 

Soient  donnés  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E  qui  défi- 
nissent une  conique.  Joignons  B  \  et  CD,  qui  se  coupent 


(  "«  ) 

en  O;  PG  sera  la  polaire  de  O  par  rapport  à  la  conique 
cherchée  ;    il   nous    est    alors    facile    de    construire    un 


Fig.  3. 


sixième  point  F  de  cette  conique.  Cela  fait,  si  nous  con- 
sidérons la  polaire  OG  de  P,  nous  pourrons  avoir  deux 
nouveaux  points  d'intersection,  et  ainsi  de  suite  en 
doublant,  pourvu  que  l'on  ne  prenne  pas  deux  fois  la 
même  polaire. 


SUR  DEUX  PROPRIÉTÉS  RELATIVES  AUX  FOYERS  ET  AUX 
CERCLES  FOCAUX  DANS  LES  CONIQUES 5 

Par  M.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


Première  propriété.  —  On  sait  que  l'on  peut  définir 
un  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  le  centre  d'un 
cercle  de  rayon  nul  doublement  tangent  à  la  courbe  ;  de 
sorti;  que,  si  l'on  désigne  par  a  et  [3  les  coordonnées  d'un 
foyer,  et  par  mx  H-  ny  -f-  h  =  o  l'équation  de  la  direc- 
trice correspondante,  l'équation  de  la  courbe  sera 

(x    -  »  .-"      |  i       $)*      (mx  -r-  ny      /MJ. 


(  io3  ) 
Le  premier  membre  de  eelte  équation  peut  être  consi- 
déré comme  le  carré  de  la  distance  normale  du  point 
(x,y)  au  cercle  de  rayon  nul  (a,  (3),  et  l'on  peut  con- 
sidérer une  conique  comme  le  lieu  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  un  cercle  de  rayon  nul  et  à  une 
droite  fixe  est  constant. 

Cette  définition  peut  être  généralisée,  et  l'on  peut 
dire  qu'une  conique  est  le  lieu  géométrique  des  points 
dont  le  rapport  des  distances  à  un  cercle  fixe  et  à  une 
droite  fixe  est  constant,  les  distances  étant  comptées  nor- 
malement. 

Cherchons,  en  effet,  ce  lieu  géométrique. 

Pour  cela,  rapportons  la  courbe  à  deux  diamètres  rec- 
tangulaires du  cercle,  l'un  de  ces  diamètres  étant  per- 
pendiculaire à  la  droite  fixe.  Si  x  —  a  ~  o  est  l'équation 
de  la  droite  fixe,  K  la  valeur  du  rapport  constant  et  Rie 
rayon  du  cercle,  l'équation  du  lieu  sera,  en  prenant 
pour  distance  au  cercle  la  distance  minimum, 


V^2  -+-  V1  —  R       „ 

=  K . 

x  —  a 

ou,  en  la  rendant  rationnelle, 

(2)  ^2-+-y2=[K(.*>  — a)  +  R]2, 

équation  d'une  courbe  du  second  degré  ayant  pour  foyer 
l'origine,  et  pour  directrice  une  parallèle  à  la  droite 
fixe. 

Si  l'on  retranche  R2  des  deux   membres   de  l'équa- 
tion (2),  elle  devient 

(3)  a?24-/2— R2=K(a?  —  a)[K(a?-a)+-aR]. 

Sous  cette  forme,  l'équation  montre  que  la  courbe  passe 
par  les  points  communs  au  cercle 


(  .o4  ) 

et  aux  deux  droites 

■x —  a  =  o,      K(x —  a)  +  2R  =  o. 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que  la  droite  représentée  par 

l'équation 

K(x  —  ï)  +  2Rr;o 

doit  jouer  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  droite 

K(x  —  a)  ==  O. 

Et,  en  effet,  si  l'on  prend  pour  distan.ce  au  cercle  la  dis- 
tance maximum,  et  pour  droite  fixe  la  droite 

K (x  —  a)  -t-2R  =  o, 

Je  rapport  restant  le  même,  l'équation  du  lieu  est 


• — -   J^7 


±[K(a?  —  *)4-2R] 


ou  l)icn 
ou  en  tin 


\/x2  -+-  y'1  =  K{x  —  a)  -h  R, 
x*  +  y*=z  [K(a?~-  «)  +  R]», 


équation  identique  à    l'équation   (2).   Il   est  d'ailleurs 
évident  que  cette  équation  peut  représenter  l'une  quel- 
conque des  courbes  du  second  degré. 
Ainsi  : 

Théorème.  —  C/ ne  conique  />cut  être  considérée  comme 
le  lieu  géométrique  des  points  dont  le  rapport  des  dis- 
tances à  un  cercle  fixe  et  à  une  (boite  fixe  est  constant, 

les  distances  étant  comptées  sous  un  angle  droit .  Le  cen- 
tre  du   cercle  est  un   foyer  de  la  cnniijue.    et  la  droite 

fixe  perpendiculaire  à  Vaxe  focal  passe  par  les  points 
communs  à  la  courbe  et  (tu  cercle. 


(   ><»5  ) 

Remarque*  —  II  y  a  deux  cordes  communes  à  la 
conique  et  au  cercle,  perpendiculaires  à  Taxe  local. 
Chacune  d'elles  donnera  un  mode  de  génération  de  la 
conique.  Seulement,  si  l'on  prend  la  corde  la  plus  rap- 
prochée du  foyer,  il  faudra  prendre,  pour  distances  au 
cercle,  les  distances  minima  ;  pour  l'autre,  les  distances 
maxima. 

D'après  cela,  on  pourrait  définir  un  foyer  :  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  absolument  quelconque,  mais  tel 
que  le  rapport  des  distances  normales  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  à  ce  cercle  et  à  une  droite  fixe  con- 
venablement choisie  soit  constant. 

JNous  venons  de  voir  qu'à  un  cercle  donné  correspon- 
dent deux  droites 

K.Z*  —  Ka  — o, 

Kx  +  2R-Ka--o. 
L'équation  de  la  directrice  étant 

K^  +  R  —  Ka  =  o, 

on  voit  qu'elle  est  également  éloignée  des  deux  droites 
précédentes. 

Il  résulte  de  là  qu'il  existe  dans  le  plan  d'une  conique 
une  infinité  de  systèmes  formés  d'un  cercle  et  de  deux 
droites,  et  tels  que  le  rapport  des  distances  normales 
maxima  ou  minima  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
à  ce  cercle  et  à  Tune  ou  l'autre  de  ces  droites  soit  con- 
stant. Tous  ces  cercles  ont  pour  centre  commun  un  foyer  ; 
les  droites  correspondantes  sont  les  sécantes  communes 
perpendiculaires  à  l'axe  focal. 

Deuxième  propriété.  —  Cette  deuxième  propriété  est 
relative  aux  cercles  focaux.  On  sait  que  l'on  appelle 
ainsi  les  cercles  doublement  tangents  à  une  courbe  du 
second  degré. 


(   'o6  ) 
Rapportons  la  courbe  à  deux  diamètres  rectangulaires 
d'un  cercle  focal,  l'un  de  ces  diamètres  étant  perpendi- 
culaire à  la  corde  de  contact.  Soit 


x  —  a 


l'équation  de  cette  corde.  L'équation  de  la  courbe  pourra 
être  mise  sous  la  forme 


(4) 


^2+  r2_H2=:K->(^_a)2, 


R  désignant  le  rayon  du  cercle  focal.  Par  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  menons  la  tangente  MP  au  cercle 
focal,  et  la  perpendiculaire  MQ  à  la  corde  de  contact. 

MP 

L'équation  (4)  exprime  que  le  rapport  irrç\  est  constant. 

Imaginons   un   cercle   de   rayon  R'  concentrique    au 
cercle  focal  considéré.  Son  équation  sera 


(5) 


^2^  y2_rV2=rO. 


Si  l'on  retranche  membre  à  membre  les  équations  (  4  ) 
et  (5),  on  obtient 

K*(#  —  a)2—  R'2—  R2,     IV  >  R, 

équation  qui  représente  un  système  de  deux  droites,  les 


sécantes  comknunes  à  la  conique  (4]   (t  -111  cercle  (5) 
perpendiculaires  à  I  axe  des  i 


(   io5  ) 
Considérons  l'une  de  ees  sécantes,  celle  qui  a  pour 
équation 

K(.T  —  a)  —  s/H'1—  R2  =  o. 

La  distance  du  point  M  à  cette  sécante  est 


MQ'=  K(*-«>-\/«"-W' . 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  P'  l'un  des  points  de 
rencontre  de  MP  avec  le  cercle  de  rayon  B/,  on  a 


MP'=MP  — PP'. 


Or 

donc 

D'ailleurs 
et,  par  suite, 


pp'  =  v/R/a—  R2; 


MP'=MP  —  v/R2—  R2 

MP  =  R(^-a), 


MP'  =  K(^-a)  —  v/ïV2— R2- 
On  en  déduit 


MP/  K{x  —  a)  —  y/R'2  —  W 

MQ7 


^[K(^-a)-y/R/2  — R2] 


Remarquons,  d'ailleurs,  que  l'angle  PP'C  est  constant, 
puisque  la  circonférence  R'  est  concentrique  à  la  circon- 
férence R }  il  en  est  de  même  de  l'angle  supplémentaire 
MFG. 
Ainsi  : 

Théouème.  —  Toute  courbe  du  second  degré  peut 
être  considérée  comme  le  lieu  géométrique  des  points 
dont  le  rapport  des  distances  à  un  cercle  jixe  et  à  une 
droite  fixe  est  constant ,  les  distances  au  cercle  jixe 
étant  comptées  sous  un  angle  constant. 


(  108  ) 

Remarque.  — Ou  serait  évidemment  arrivé  au  même 
résultat  si  l'on  avait  pris  la  deuxième  séeante  commune 
perpendiculaire  à  l'axe  focal,  avec  la  distance  MP". 
Donc  : 

Etant  donné  un  cercle  focal  d'une  conique,  il  existe 
dans  le  plan  de  cette  courbe  une  infinité  de  systèmes 
composés  d'un  cercle  et  de  deux  droites,  et  tels  que  le 
rapport  des  distances  maxima  ou  minima  sous  un  angle 
constant,  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ce  cercle 
et  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  droites,  soit  constant.  Tous 
ces  cercles  sont  concentriques  avec  le  cercle  focal  consi- 
déré, et  les  droites  correspondantes  sont  les  sécantes 
communes  à  ces  cercles  et  à  la  conique,  perpendiculaires 
à  l'axe  focal. 

Cette  propriété  est  analogue  a  celle  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  relativement  aux  cercles  ayant  pour 
centre  un  foyer;  elle  complète  l'analogie  des  foyers  et 
des  cercles  focaux. 

On  voit,  en  outre,  en  rapprochant  les  deux  propriétés, 
que  l'on  peut  donner,  pour  les  coniques,  le  mode  général 
de  génération  suivant  : 

Une  conique  peut  être  considérée,  d'une  infinité  de 
manières,  comme  le  lieu  géométrique  des  points  dont 
le  rapport  des  distances  à  un  cercle  lixe  et  à  une  droite 
fixe  est  constant,  les  distances  au  cercle  lixe  étant  comp- 
tées sous  un  angle  constant. 

Si  l'angle  constant  est  droit,  tous  ces  cercles  ont  pour 
centre  commun  un  foyer. 

Si  l'angle  est  nul  ou  égal  à  l8o°,  les  cercles  sont  des 
recèles  locaux  doublement  tangents. 

Pour  tonte  antre  valeur  de  l'angle,  les  cercles  sont 
concentriques  avec  un  cercle   local. 

Remarque.  —  La  première  propriété  peut  èin  établie 


(   io9  ) 
géométriquement  d'une  manière  simple.  Soient,  en  effet, 
F  et  DD'  le  foyer  et  la  directrice  dune  courbe  du  second 
degré  5  soient,  en  outre,  M  et  M'  deux  points  de  cette 
courbe.  On  a,  en  désignant  par  K  l'excentricité, 


MF 


On  en  déduit 


MF 


i/p 


P 


MF  — MF        M'F  +  MF 


MP  —  MF        M'P-f-MF 


K. 


1) 

M' 

> 

! 

P 

1 

\     .  .X    ' 

^~i       f    F 

\      \ 

P' 

wïrx! 

à \ 

1 

V 

\ 
A 

irri 

y 

D' 

Du  point  F  comme  centre,  avec  MF  comme  rayon,  dé- 
crivons une  circonférence,  et  menons  IA  et  l'A'  paral- 
lèles à  la  directrice,  et  telles  que  IF==  l'F  =  MP.  On 
voit  immédiatement,  sur  la  figure,  que  l'on  a 

M' F  —  U¥  —  M'ni,      M'P  —  MP  =  M'l, 
M' F  -+-  MF  =  Mm',     M'P'+  MP  --=  M'I'. 


On  a,  par  suite, 


M' m        Mm' 
"mT    z  ~WV 


relations  qui  expriment  la  première  propriété  dont  il  est 
question  dans  ce  travail. 


(  no  ) 
SIU  UN  TBÉOUÈMK  DE  PAPPLS 

(voir  2'  série,  t.  XX,  p.  3.17); 
Extrait  d'une  lettre  de  M.  LAQUIÈRE. 


....  Je  reviens  à  la  question  dont  la  démonstration 
naturelle  est  essentiellement  géométrique.  Je  sciais  in- 
iiniment  surpris  que  mon  raisonnement,  qui  saute  aux 
yeux  à  simple  énoncé,  ne  fût  pas  celui  de  Pappus  lui- 
même,  et  que  ce  géomètre  n'eût  pas  vu,  sinon  énoncé,  la 
généralisation. 

Si  des  masses  égales  m  partent  en  même  temps  des 
sommets  successifs  1,  2,  3,  ...,  n  d'un  polygone  fermé, 
pour  en  parcourir  dans  le  même  sens  les  côtés  avec  des 
vitesses  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  derniers, 
le  centre  de  gravité  des  n  masses  mobiles  restera  jixe. 

Soit  M  la  position  de  la  masse  m  à  un  moment  donné 
sur  le  coté  AB  qu'elle  partage  en  longueurs  proportion- 
nelles à  t  et  0  —  £,  en  désignant  par  6  et  t  les  durées  des 
courses  AM  et  AB.  La  niasse  m  aura  même  centre  de 

t  &  —  t  t.     .      ,       . 

gravite  que  deux  niasses  m  — - —  et  m  -  placées  la  pre- 
mière en  A  et  la  seconde  en  B.  Si  l'on  opère  de  même  sur 
les  n  masses  mobiles,  on  voit  qu'à  chaque  instant  le 
centre  de  gravité  du  système  est  le  même  que  celui  de  in 
masses  distribuées  uniformément  aux  sommets  du  poly- 
gone, dont  chacun  supporterait  les  masses  /;/  ->  prove- 

nant  du  mobile  de  gauche,  cl  /// ■>  provenant  du  mo- 
bile de  droite,  si  le  mouvement  est  de  gauche  à  droite, 
c'est-à-dire  supporterai!  la  niasse  constante  m.  Il  est 
donc  invariable,  <     q,  f.  n. 


(  »"  ) 

SOLUTION  OË  LA  QUESTION  PKOPOSÉE  POUR  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1881  ; 

Par  M.  J.-B.  POMEY, 
Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Une  parabole  étant  donnée,  on  lui  mené  une  nor- 
niale  en  l'un  des  points  P  situés,  avec  le  foyer  F,  sur 
une  même  perpendiculaire  à  l'axe. 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  par 
des  plans  contenant  cette  normale  dans  le  cylindre  dont 
la  parabole  donnée  est  la  section  droite. 

Les  points  du  lieu  se  trouvent  situés  sur  les  généra- 
trices partant  de  l'arc  OP',  P'  étant  le  symétrique  de  P. 
En  etîet,  soit  M  un  point  où  se  projette  un  point  quel- 


conque du  lieu-,  l'axe  de  la  parabole-section  se  projette 
suivant  le  diamètre  M/*;  la  tangente  au  sommet  se  pro- 
jette suivant  la  tangente  Ms  à  la  base  du  cylindre.  L'an- 
gle SM/' est  la  projection  d'un  angle  droit  ;  donc  il  doit 


(    ,12    ) 

être  obtus;  doue  M  est  sur  l'arc  OP'.  Le  point  du  lieu  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  normale  en  M  au  plan,  avec 
la  sphère  décrite  sur  rs  comme  diamètre.  Cette  sphère 
passe  par  le  point  t  sur  M  /'.  La  hauteur  du  point  du  lieu 
étant  z  au-dessus  de  la  base,  son  carré  z9  a  pour  valeur 
Mf.Mr,  comme  on  le  voit  dans  le  petit  cercle  découpé 
dans  la  sphère  susdite  par  le  plan  vertical  tMr. 
Cela  posé,  la  tangente  en  M  (a/,  y')  a  pour  équation 


en  posant 


P 

y  —  m.r  H : —  ■> 

2  m 


»«$ 


car  m  et  y'  sont  négatifs.  La  normale  PB  a  pour  équation 
Cherchons  l'abscisse  du  point  d'intersection.  On  a 


ou 


cl 


?>P  P  P     il  \ 

— - —  =r  — —  (  ci  m  —  I  ) . 

2  ni        2  r* 
p     3  m  —  i 


x  (  i  -h  ni  ) 

2  2  ni        2  ni 


2  ///       I  m 


\\t  —  ,r'  -+■  (—-a?), 
car  x  esl  négatif.  Donc 

p    $p—y'  _   <     y  V 


/>      y'-hp  '      y' —  p 

27 


Mr       7'  -.i       p-/=    ;/' 


Donc  les  équations  du  lieu  Sont)  en  supprimant  les  ac- 


(  "3  ) 
cents, 


(> 


'  +  /;)^=|^(.v+^)-^(3/>-y)|  ^_^-,J 


La  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  yOz  a  pour 
équation 


-2. 


I 

y-+-pJ 
y(y  —  p 

2 

) 

y  ,        x     $p  —  r 


2  2/> 


r    > 


g,=  £/{v  +p)  (/  +  3/j)  (3/j2~  W  ~72)> 

(V-/^)2(r  +  3/9)2 

J       4/>2(r+/>)      ' 

c'est  une  courbe  du  cinquième  ordre  à  deux  points  isolés. 
Pour  que  z  soit  réel,  on  voit  bien  qu'il  faut  quej^  et 
y  ~\-  p  soient  de  signe  contraire,  c'est-à-dire  que  y  soit 
négatif  et  inférieur  à  p.  On  voit  que  z  devient  infini 
pour  y=  —  p,  c'est-à-dire  que  la  courbe  gauche  est 
asvmptote  à  la  génératrice  P';  elle  passe  par  Je  sommet 
(origine).  Elle  a  le  point  P  comme  point  isolé,  ce  qui 

est  évident,  et  le  point  y  —  —  ôp,   x  =  ^—  —  -  p,  ou 

la  normale  PB  rencontre  la  parabole  :  c'est  lorsque  le 
plan  de  section  devient  vertical  qu'on  obtient  ces  points. 
On  s'assure  que  la  génératrice  O  au  sommet  est  une  tan- 
gente. 


Note.  —  Autres  solutions  par  MM.  l'abbé  Geneix-Martin  et  Moret- 
Blanc. 


Ann,  de  Mathémat,,  3e  série,  t.  I  (Mars   1 88?)- 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  POLR  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  EN  4881  ; 

Par  M.  MORET-BLANC. 


On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 


2J  V2=:4^3- 


i°   On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  sa- 
tisfaire les  paramètres  m  et  n  pour  que  la  choit e 


y  =:mœ  -+-  // 

soit  tangente  à  cette  courbe. 

2°  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
mener  à  la  courbe  proposée  deux  tangentes  parallèles 
à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  représentée 

par  V équation 

x1  H-  r2  -h  2 a xr  =  B. 

3°  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe,  on  mène  des 
sécantes  coupant  cette  courbe  en  deux  points  variables 
M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  des  segments  M,  M'. 

Discute)'  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui 
répondent  à  des  sécantes  pour  lesquelles  les  points  Ri,  Ri' 
sont,  réels. 

I.  Si  l'on  élimine  la  variable  z  entre  les  <ieu\  équa- 
tions, rendues  homogènes, 

|  ./  ■'■  \-   Y1  Z, 

\  1)1  .1  HZ. 

l'équation  résultant  <le  cette  élimination 

\na         '-  m  i  \         >-  |        o 


(  "5  ) 
représente  trois  droites  menées  de  l'origine  aux  points 
d'intersection  de  la  cubique  et  de  la  droite.  La  condition 
pour  que  cette  droite  soit  tangente  est  que  deux  des  va- 


x 


leurs  de  —  déduites  de  l'équation  précédente  soient  égales. 

ï 
Ceci  aura  lieu  : 

i°  Pour  n  ~  o,  quel  que  soit  m,  parce  que,  l'origine 
étant  un  point  de  rebroussemcnt,  toute  droite  qui  \ 
passe  y  rencontre  la  courbe  et  deux  points  coïncidents, 
sans  être  une  véritable  tangente. 

a°  Si  l'on  a 


teMu) 


2  m3 

■=  O       OU       h  I 

n 


ù  ou 


n  =  —  m 


qui  est  la  vraie  condition. 

L'équation  générale  des  tangentes  a  la  courbe  est  donc 

y  —  m  x  —  m3 . 

IL  m' et  m"  étant  les  coefficients  angulaires  de  deux 
diamètres  conjugués  de  la  conique 

■r-  -+-  y-  4-  2 a xy  =  B, 
ou  a  la  relation 

m'm"  -h  a{iri -\-  m")  -+-  i  =r  o. 

Les  coefficients  angulaires  m,  /?/,  m"  des  trois  tan- 
gentes menées  d'un  point  (x,y)  du  lieu  demandé  à  la 
courbe  donnée,  qui  est  de  la  troisième  classe,  étant  les 
racines  de  l'équation 

(i  )  nrK  —  ni  .r    \~  y  —  o, 

on  a 

ni  ni' m"~--  y      ni  -+-  ni  -\-  m"  —  o. 


(    «><i   ) 
d'où 

m' m  — ?     m  -+-  m  =.  —  m . 

)' 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation 

in!  m"  -+-  a  (m'  -h  m"  )  -p-  i  =  o, 
il  vient 

(  2  )  am2  —  />/  -+-  1'  =  o . 

On  aura  l'équation  du  lieu  demandé  en  éliminant  /// 
entre  les  équations  (î)  et  (2).  On  a  successivement 

m'1  —  am  —  {x  —  i)  =  o, 

(a-  —  1  ) m  -h  a ( x  —  1)  ■+- y  =  o, 

a  y  -h  y  —  a 

m  = : =-: 5 

a-  —  1 

(ax  4- y  —  a)-'-\-  (a- —  1)  {x  -h  ay  —  1)  =  o, 

équation  d'une  parabole  dont  la  droite  ax  -+- j  —  a  =  o 
est  un  diamètre  etla  droite  x  -\-  ay  —  1  =  o  la  tangente 
à  l'extrémité  de  ee  diamètre. 

III.    Soient   x,,  yK    les    coordonnées    du    point    A. 
L'équation  d'une  sécante  issue  de  ce  point  est 

y  —  yl  —  w(x —  xx). 

Éliminant  j  entre  cette  équation  et  celle  de  la  cubique 

donnée,  on  a,  pour  déterminer  les  abscisses  des  points 
d'intersection,  l'équation 

4a?8    -  27  (  m  x  4-  v,  -    m  .r,  )~  =  o, 

qui,  développée  et  divisée  par  .r  —  .r,.  donne 

'1  a  '      >  ï'i      27  m  '  1  ./■       \x\       ~*\m  r,  -r-  27 /h2./-,  -  o. 

L'abscisse  du  poinl  milieu  du  segmenl  MM'esl 

>-,„'      ',./-, 
s 
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et  Ton  obtient  l'équation  du  lieu  des  points  milieux  en 
éliminant  m  entre  cette  équation  et  celle  de  la  sécante, 
ce  qui  donne 

2iiy —  >'i)2=  4(aa? -hj?, ){x—  x{)\ 

ou,  en  transportant  l'origine  au  point  A, 

27/2=  [\xl{ix  -h  3^!). 

La  courbe  est  une  cubique  de  la  quatrième  classe  pas- 
sant par  le  point  A  et  par  le  point  de  rebroussement  de 
la  proposée 5  elle  est  symétrique  par  rapport  au  nouvel 
axe  des  x  qu'elle  coupe  aux  points  x  =  —  \x\  et  x  =  o, 
en  formant  une  boucle  entre  ces  deux  points,  et  s'étend 
indéfiniment  vers  les  a;  positifs  en  tendant  à  devenir  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y.  Elle  afïecte  la  forme  d'un  a. 

La  séparation  des  arcs  qui  correspondent  aux  sécantes 
pour  lesquelles  les  points  M,  M'  sont  réels  ou  imagi- 
naires se  fait  évidemment  aux  points  où  M  et  M' se  con- 
fondent,  c'est-à-dire  au  point  de  rebroussement  O  de  la 
courbe  proposée  et  au  point  de  contact  T  de  la  tangente 
issue  du  point  A. 

L'are  OBAT  correspond  aux  points  M  et  M'  imagi- 
naires. B  est  le  sommet  de  la  boucle. 

Si  le  point  A  est  le  point  de  rebroussement,  la  courbe 

27  r2=  Sx2 

est  homotbétique  à  la  proposée  et,  comme  elle,  la  déve- 
loppée d'une  parabole. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Givelct,   de  Reims;  Henri 
Cartier,  élève  du  lycée  d'Angoulême, 
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SOLUTION  D'UNE  QUESTION  PROPOSEE  POUR  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  «880; 

Par  M.  Henri  CARTIER, 

Elève    du    lycée    d'Àngoulême. 


On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  centre 
un  foyer  F  de  l'ellipse.  On  demande  : 

i°  De  trouver  le  lieu  I  du  point  tel  que,  si  l'on  mène 
de  ce  point  des  tangentes  à  V ellipse  et  au  cercle,  les 
coefficients  angulaires  m  et  m  des  tangentes  à  l'ellipse 
et  les  coefficients  angulaires  k  et  À7  des  tangentes  au 
cercle  'vérifient  la  relation 

2  ( mm  4-  kk' )  '=  ( m  -+-  m' )(k  -\-  k')\ 

i°  De  trouver  l'équation  du  lieu  P  du  point  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par  un  point  donné  à  tous 
les  lieux  I  correspondant  aux  diverses  valeurs  du 
carré  du  rayon  du  cercle  ; 

3°  De  construire  le  lieu  P  quand  le  point  donm 
sur  le  grand  axe  de  V ellipse; 

4°  De  construire  le  lieu  P  lorsque  le  point  donné  est 
sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  Y  de  V  ellipse. 

iu  Prenons  le  foyer  F  pour  origine,  et  supposons  que 
ce  soit  le  foyer  de  droite.  L'équation  de  1  ellipse  est 

(E)  __^  +  Zî_I=0, 

celle;  du  cercle  esl 

(G)  k*      r1      o. 

Soit    •**.))  un  point  I.  Les  coefficients  angulaires  des 
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tangentes   menées   de  et;  point  à   l'ellipse  sont  donnes 
par 


y  —  m(x  -+-  c)  =  ±  sjà2  m2  -t-  b2 


ou 


m2 [(x  4-  c)2  —  a2]  —  2 my(x  -+-  c)  H-  y2  —  b2  =  o  ; 
ceux  des  tangentes  menées  au  ccrele  sont  donnés  par 


y  —  kx  =  ±  \Jr2(\  -h  A--) 
ou 

(#8  _  ,.2)  £2  _  2  ^y  _+_  72  _  r2  —  0. 

Ces  coefficients  vérifiant  la  relation  de  l'énoncé,  on  a 

y2  —  b2  y2  — :  r2  i  xy2  (  x  -+-  c ) 

(a?H_c)2_a2  4-  xt _  r2  -"  [[^"-i-  c)2—  a2](x2—  /•-  ) 

ou 

(1)  (#2  +  y2)('&2-4--r?)  -f-  2c/'2^  —  ib2r2  —  o. 

Ce  lieu   I  est   un  cercle   ayant  son  centre  sur  le  grand 
axe  de  l'ellipse. 

2°   Soit   (a,  (3)  un  point  M.  Sa  polaire  par    rapport 

à  (I)  est 

ax(b2-{~r2)  -i-cr2x-hcr2oL-h  $y(b2  +  r2)  —  <iVlr2  —  o. 

Eliminons  r2  entre  cette  équation  et  L  on  a  le  second 
lieu 

(P)  (x2  -+-  y2)  (ex  -t-  ca  —  i  b2)  —  2  (ex  —  b2)  (olx  -+-  $y)  =  o. 

Ce  lieu  est  du  troisième  degré,  et  passe  aux  points  cir- 
culaires à  l'infini. 

La  tangente  à  l'origine  est  ax  -f-  pjy  =  o.  Elle  cor- 
respond au  cas  oùr~  05  le  cercle  I  se  réduit  à  un 
point  F,  et  la  polaire  de  M  par  rapport  à  ce  cercle  de 
rayon  nul  est  la  perpendiculaire  ax-f  [iy  —  o  menée 
en  F  à  FM . 
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Le  lieu  passe  en  M  où  la  tangente  est  parallèle  à 
zx  -h  rpy  =  o.  Ceci  est  évident,  si  l'on  remarque  que  le 
cercle  1  passe  par  M  pour  une  valeur  particulière  de  r. 

Si  nous  considérons  le  cercle  ayant  FM  pour  dia- 
mètre, nous  voyons  que  le  lieu  est  doublement  tangent 
à  ce  cercle,  la  corde  des  contacts  étant  FM.  Comme  le 
lieu  et  le  cercle  se  coupent  généralement  en  six  points, 
les  deux  autres  points  sont  en  môme  temps  réels  ou 
imaginaires. 

Le  lieu  a  pour  asymptote  réelle  la  droite 

CX  —  2^'2+C5t  =  0, 

qui  est  perpendiculaire  à  Ox.  L'équation  (P)  montre 
que  le  lieu  coupe  cette  asymptote  et  la  tangente  à  l'ori- 
gine ax+  pr  =  oau  même  point. 

Les  points  de  la  courbe  situés  sur  Oj,  autres  que  l'o- 
rigine, ont  leurs  abscisses  égales  à 

2b2- —  ac  d=  {?,b- —  olc) 

L'un  est  la  projection  de  M  sur  cet  axe,  l'autre  a  pour 

,      .        9  b2 

abscisse • 

c 

De  même  les  deux  points  situés  sur  O)  sont  réels,  et 
l'un  est  la  projection  de  M  sur  cet  axe. 

Le  lieu  a  donc,  dans  le  cas  général,  la  forme  de  la 
figure. 

3"  Si  P  est  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  j  =  o,  l'é- 
quation (P)  devient 

-h yi)(cx  -+-  o      a  />'-)  —  2 et x (ex  —  />-)  —  o. 

Le  lieu  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine.  Il  jouil 
des  mêmes  propriétés  que  dans  les  cas  précédents 
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Nous  pouvons  remarquer  que,  dans  ce  eas,  l'asymptote 
et  la  tangente  à  l'origine  devenant  parallèles,  le  point  T 
est  rejeté  à  l'infini. 

La  partie  fermée  de  la  eourbe  ne  coupe  pas  le  cercle 


JC2-{-y2 — 2oljc  =  o,    ayant    FM    pour    rayon,    ailleurs 
qu'en  M  ou  F.  Ecrivons  P  sous  la  forme 

(P)   (^  +  j2-2a^)(c.r  —  b*)  +  (.r2-f- j2)(ca  —  62)  =  o. 

Les  points  communs  au  cercle  et  à  (P)    sont  sur  les 


droites 


x--\-  r  —  o. 


Jls  sont  imaginaires,  car,  s'ils  étaient  réels,  ces  droites 
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seraient  réelles,  puisqu'elles  auraient  un  deuxième  point 
réel  à  l'origine. 

Le  lieu  a  la  forme  de  la  (îgure. 

Son   troisième    point  de  rencontre  avec  Taxe   Ox   a 

2  b2 
pour  abscisse  —  • 

3°  Si  le  point  M  est  sur  la  directrice  correspondant  au 
lover  F,  on  a 

b2 

%—  — ; 
c 

1  équation  (P)  devient 

(ex  —  b2)  ïx2  +  y*  —  2  (  -  x  4-  p  y  ) 

Il  se  décompose  en  la  directrice 
ex  —  b'1  —  o, 
relative  au  foyer  F.  et  en 


X' 


—  2f  —  x  -+■  3  r  )  =  o: 


c'est  le  cercle  ayant  pour  FM  son  rayon. 

Note.  —  Solutions  analogues  par  .MM.  L'abbé  Gênent-Martin,  <!<■ 
l'école  Saint-Sigisbert,  à  Nancy;  Grimaud,  maître  répétiteur  an  lycéi 
de  Tarbes;  L.  Kien,  élève  de  Notre-Dame  <lu  Sacré-Cœur,  à  Plai- 
sance; 11.  Lez. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CEXTKALE  EN  4880 

(première   sessic 
Par  M.  H.  LEZ. 


Soient  Or.  ()>  deux  (/.vcs  rectangulaires,  etsurOx 
un  point  \.  surOj  un  point  B.  On  mène  par  le  point  A 
une  droite  quelconque   \\\  de  coefficient  angulaire  m. 
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i°  Former  V équation  de  l'hyperbole  fi,  qui  est  tan- 
gente à  l'axe  Ox  au  point  O,  qui  passe  par  le  point  B 
et  pour  laquelle  la  droite  AR  est  une  asymptote. 

i°  On  fait  varier  m  et  on  demande  le  lieu  décrit  par 
le  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  B  à  V hyperbole 
II  et  de  l'asymptote  AR. 

3°  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB; 
ce  cercle  coupe  l'hyperbole  H  aux  points  O  et  B  et  en 
deux  autres  points  P  et  Q.  Former  U équation  de  cette 
droite  PQ;  puis,  faisant  varier  m,  trouver  successive- 
ment les  lieux  des  points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ 
avec  les  parallèles  menées  par  le  point  O,  soit  à  l  asym- 
ptote AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  H. 

Si  la  droite 

|  i  |  AR     ou     v  —  m  x  h-  ma  =  o 

est  une  asymptote,  l'autre  asymptote  est  de  la  forme 

y-\-  Yd?-h8r=0,     % 

et  l'on  pourra  représenter  l'hyperbole  H  par 

(  2  )  (  r  —  m  x  -+-  ma  )  {y  +  *(a'  +  o)  —  k-  —  o. 

Pour  que  eette  courbe  passe  par  l'origine  O  et  soit 
tangente  à  l'axe  Ox,  il  faut  que  le  terme  constant  et  le 
terme  en  x  disparaissent,  ce  qui  donne 

maZ  —  À2,     3  =  a^. 

Alors  l'équation  (  2)  devient 

(  3  )       v2  —  7  m  x-  ■+-  ( y  —  m  )  xy  -h  â  (m  +  y  )y  =  o. 

i°  Cette  hyperbole  passera  aussi  par  le  point 

B(x  ~  o,  y=  b), 
si  l'on  a 

'/  y  ;  b  -f-  am  ), 
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ce  (jui  ramène  l'équation  (3)  à 

(4)  ay2-h  ni(b  -f-  am)x-  —  (b  -f-  iam)xy  —  flij  =  o  =  H. 

2°  Le  coefficient  angulaire  des  tangentes  à  cette  hy- 
perbole étant 

im{b  -+-  am )x  —  y  (  b  -h  2 «m ) 

u,  ^n  — '■ 5 

ab  --h  (  b  -+-  2  am  )  .r  —  2  a^y 

au  point  B  il  sera 

b  -f-  2  «7/?* 
^  — ^ 

La  tangente  au  même  point  aura  pour  équation 

(5)  a(y — b)  =  (b  -h  iam)x. 

Eliminant  m  entre  les  équations  (1)  et  (5),  on  ob- 
tiendra pour  le  lieu  demandé  l'équation 

bx'2  -+-  axy  -f-  a- y  —  a}  b  •=.  o, 
décomposable  en  deux  facteurs  linéaires, 

(x  -h  a)(ay  4-  bx  —  ab)  =.  o, 

dont  le  second  est  la  droite  AB  ( { ). 

3"  Soit h  -  =  1    l'équation    de  PO,  celle   de    OB 

P        <l  l 

étant  x  =  o;  la  courbe 

II  —  lx(qx  -h  py  —  pq  )  =  o 

- 

de\  tendra  le  cercle 

./•-  •    »■-      ax  —  by  =  o 


(')  M.  Moret-Blanc  en  conclut  ce  théorème  : 

Si,  par  un  point  0  d'une  hyperbole*  on  mine  une  tangente  ()\ 
et  une  normale  <>i>  qui  rencontre  V hyperbole  en  un  point   B,  /</ 
tangente  en  B  ù  l'hyperbole  et  lu  perpendiculaire  à  la  tangent*  1 1  \ 
au  point  où  elle  rencontre  um  de*  asymptotes,  se  rencontrent  sur 
Vautre  as  1  mptote. 
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circonscrit  au  triangle  AOB,  si 

a1  a1  a* 

1  =  —  —  »     P  =  ~ „,//.   ,    ......  '     (l  — 


p<l  a  —  m(b  +  <:////  )  6+2  «m 

On  a  ainsi  pour  la  droite  PQ 

( 6 )         (6  +  2  «m )  v  +  [  «  —  ///  (  6  +  am  )]x  =  a2 . 

L'équation  de  l'hyperbole  H  pouvant  s'écrire  sous  la 
forme 

[y  —  m(x  —  a)] 

x  [ a  y  —  (  6  +  am  )  ( x  +  a)]  +  a2m(b  +  «m  )  =  o, 

on  voit  que  les  droites  menées  par  l'origine  O  parallèle- 
ment aux  deux  asymptotes  seront 

6  +  am 
yzzzmx     et     y= — — — x. 

J  a 

Eliminant  successivement  m  entre  ces  équations  et 
celle  de  la  droite  (6),  on  trouve  que  les  lieux  demandés 
se  confondent  et  ne  sont  autre  chose  que  le  cercle 

x'1  +  y2  —  ax  =  o, 

décrit  sur  OA  comme  diamètre  ( K  ). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc,  qui 
a  également  résolu  la  question  proposée  à  la  deuxième  session  et 
dont  une  solution  a  paru  (20  série,  t.  XX,  p.  4^4)>  par  M. Chambeau, 
élève  de  Notre-Dame  du  Sacré-Cœur,  à  Plaisance,  et  par  M.  J.  Bou- 
dènes,  à  Avignon.. 

(')  M.  Moret-Blanc  en  conclut  ce  théorème  : 

Si,  par  un  point  O  d'une  hyperbole,  on  mène  une  tangente  OA 
qui  rencontre  une  asymptote  en  A  et  une  normale  OB  qui  /'en- 
contre l'hyperbole  en  B,  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
AOB  coupe  l'hyperbole  en  deux  autres  points  P  et  Q  tels  que  la 
droite  PQ  rencontre  les  parallèles  menées  par  le  point  a  nu-  asym- 
ptotes en  deux  points  appartenant  à  la  circonférence  décrite  sur 
OA  comme  diamètre. 
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MM.  Moret-Blanc  et  Pisani  ont  résolu  Jcs  questions  1352  et  13j">, 
dont  une  solution  a  été  publiée  (2e  série,  t.  XX,  p.  34o,  ?/,:>  et  344)- 
M.  Pisani  a  aussi  résolu  les  questions  1373  et  1374.  .Al.  l'abbé 
Geneix-Marlin  a  résolu  la  question  137G,  au  sujet  de  laquelle  M.  Cata- 
lan a  fait  une  rectification  (2e  série,  t.  XX,  p.  5a8).  Cette  question  a 
aussi  été  résolue  par  ^.iM-  .J.-J.-A.  Mathieu,  lieutenant-colonel  d'artil- 
lerie; H.  Lez;  N.  Goffart;  F.  Pisani;  François  Borletti,  ingénieur 
à  Milan;  Juan  Gavino,  au  Ministère  de  la  Marine,  à  Madrid;  Adrien 
Palaz  et  Henri  Vuilleumier,  élèves  à  l'École  polytechnique  de  Zurich; 
A.  Hottenhoff,  K.  Stache,  J.  de  Munck,  élèves  de  l'Athénée  de 
Bruxelles;  Y.  Fleury,  L.  Meyer,  H.  Vielle,  A.  Lcblond,  élèves  du 
lycée  du  Havre;  J.  Boudènes,  du  lycée  d'Avignon. 


ÉCOLE  NAVALE  (COXCOMS  DE  1881  ). 


Géometjze. 

I.  Démontrer  que  deux  pyramides  de  même  hauteur 
et  de  bases  équivalentes  sont  équivalentes. 

II.  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  b  et  a.  Une  trans- 
versale rencontre  AB  au  point  D,  AC  au  point  E,  BC  au 
point  F.  On  donne  AE  =  (J5  FB  =  m.  Démontrer  que, 
si  l'on  appelle  S  la  surface  de  ADE,  S  la  surface  de  ABC, 
on  a 


V 


a 

1  H 


m     V 


m    b 

Statique. 

I.  Un  triangle  ABC  al'un  de  ses  sommets,  \,qui  esl 
ûxe.  Déterminer  la  force  à  appliquer  au  point  B  pour 
que  !<•  côté  BC  soit  horizontal. 

II.  On  donne  un  triangle  quelconque;  on  demande 
quel  est  le  cercle  qu'il  faul  enlever  autour  du  centre  du 


(  "•: 

cercle   circonscrit  pour  (jne  le  centre  de  gravité  de  la 
partie  restante  soit  au  point  de  concours  des  hauteurs. 

Arithmétique. 

•  )     .  i 

Extraire  la  racine  carrée  de  43  H à  -près.  Raison- 

ii     7  r 

neuient. 

Algèbre . 

On  coupe  un  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base  et 
Ton  considère  le  cylindre  droit  ayant  même  base  que  le 
cône,  et  sa  base  supérieure  sur  le  plan  sécant.  Etudier 
la  variation  de  la  somme  de  la  surface  latérale  du  cylin- 
dre et  de  la  surface  latérale  du  cône  supérieur. 


Trigonométrie. 
Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 


Gréométrie  descriptive. 

On  donne  un  plan  formant  un  angle  de  390  avec  le 
plan  horizontal  et  dont  la  trace  horizontale  fait  un  angle 
de  53°  avec  la  ligne  de  terre.  Trouver  les  projections 
d'une  pyramide  régulière  dont  la  base  est  un  hexagone 
régulier  ayant  son  centre  et  le  milieu  d'un  des  côtés  sur 
la  trace  du  plan.  Cet  hexagone  est  situé  dans  le  plan; 
la  hauteur  de  la  pyramide  est  om,  1 5,  le  côté  de  l'hexagone 
a  o,n,o3,  et  le  sommet  de  la  pyramide  est  dans  le  second 
dièdre.  On  cherchera  la  projection  de  la  section  par  le 
plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 
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ÉCOLE  FORESTIÈRE  (CONCOURS  DE  1881), 


Mathématiq  ues . 

i°  Trouver  la  condition  pour  que  deux  équations  du 
second  degré 

ax2-h  bac  -\-  c  —o.     a' oc* -h  b' œ  -+-  c  —  o 

aient  au  moins  une  racine  commune. 
2°  Résoudre  l'équation 

x        b        b2  b        b2 

a       x       air  a       a1 

3°  Trouver  le  lieu  des  centres  qui  coupent  orlhogona- 
lement  deux  cercles  donnés. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 

i°  Calculer  le  coté  AB  d'un  quadrilatère  plan  ABCD, 
connaissant  le  côté  opposé 

CD 4i3;5"\43, 

et  les  angles 

o 

ADC iio.35.35,35 

BDC 49-49-  i<>-  i9 

ACD 36.36.36, 

BCD 86.52.5  i,5  - 

2°  Après  avoir  trouvé  4°  pour  la  hauteur  angulaire 
d'une  tour,  un  observateur  s'avance  de  ikm  vers  la  tour; 
il  trouve  alors  5°  pour  la  hauteur  angulaire.  Quelle  est 
la  longueur  du  chemin  qui  lui  reste  à  parcourir  pour 
an  \\ er  au  pied  de  la  tour? 


iag  | 


ÉCOLK  POLYTECHNIQUE  (COKGOUKS  M   IMf)(*). 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  et  un  point 
P  de  la  courbe.  Sachant  que  l'un  des  foyers  décrit  la 
perpendiculaire  menée  du  point  P  sur  l'asymptote  consi- 
dérée, on  demande  le  lieu  du  point  M  d'intersection  de 
la  seconde  asymptote  avec  la  directrice  correspondant  au 
foyer  donné. 


Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Un  tétraèdre  régulier  SABC  a  trois  sommets  A,  B,  C, 
situés  à  om,o8  au-dessus  du  plan"  horizontal  de  projec- 
tion; le  premier  A  se  trouve  d'ailleurs  à  om,o3  et  les 
deux  autres  B,  C  à  om,  i5  en  avant  du  plan  vertical. 

On  considère  l'hyperboloïde  H  qu'engendrerait  en 
tournant  autour  deABla  droite  qui  passe  par  les  milieux 
des  côtés  SA,  BC  et  celui  qui  résulterait  de  la  révolution 
de  la  même  droite  autour  de  AC  :  déterminer  les  contours 
apparents  de  H  par  rapport  aux  plans  de  projection, 
ainsi  que  l'intersection  des  deux  surfaces.  On  supposera 
que  H  est. opaque  et  que  l'autre  liyperboloïde  a  élé 
enlevé,  après  avoir  marqué  sa  trace  sur  H. 

La  ligne  de  terre  joindra  les  milieux  des  grands  cotés 
du  cadre  de  l'épure  :  on  placera  les  projections  de  A  en 
ligne  droite  avec  les  milieux  des  deux  autres  cotés. 


(J)   Questions  données  à  quelques  élèves  qui    n'ont  pu  concourir 
que  plus  tard. 

Ann.  de  MackéinaC,  3«  série,  t.  I.  (Mars  1882.)  9 
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COMOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  E\  188 

(PREMIERE  SESSION 


Gréométrie  anal}  tique. 
Soit 

l  i  i  a1  y-  h-  b2.r2z=a2b2 

l'équalion  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  O  et  à 
ses  axes;  soient  a  et  [j  les  coordonnées  d'un  point  P  situé 
dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

i°  Démontrer  que  les  pieds  des  normales  menées  à 
cette  ellipse  par  le  point  P  sont  situés  sur  l'hyperbole 
représentée  par  l'équation 

c1  ./■  y    -  //'  [3  .1         a1 1  y  —  o, 

dans  laquelle  c-  ==  a-  —  b-. 

2°  Ou  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par 
les  points  communs  aux  courbes  (i)  et  (2)  ;  dans  chacune 
d'elles,  on  mène  le  diamètre  conjugué  à  la  direction OP, 
et  on  projette  le  point  O  sur  ce  diamètre  :  trouver  le 
lieu  île  celle  projection. 

3°  Par  les  points  communs  aux  courbes  (  1  )  el  a  .  on 
peut  faire  passer  deux  paraboles  :  trouver  le  lieu  du 
sommet  de  chacune  d'elles,  quand  le  point  P  se  meut 
sur  une  droite  de  coefficient  angulaire  donné  ///,  menée 
par  le    point  O. 

,/ 1 
(  )n   examinera  en   particulier   le  cas    où  ni  =:  —  et  le 

1  (>' 

,r 
cas  ou  ///  —  .     • 


i3i    ; 


Trigonométrie 


(  )n  donne  dans  un  triangle 

a  -  5567m,89, 
&  =  3456m,78, 
C  =  54°2i'  J3',7. 

Calculer  A,  15,  c  et  S. 

Physique  et  Chimie. 

L  Un  cylindre  de  verre  CO  communique,  par  sa  partie 
inférieure,  avec  un  tube  en  fer  fj\  ouvert  à  son  extré- 
mité supérieure.  Les  rayons  du  tube  en  fer  et  du  cylindre 
sont  dans  le  rapport  de  i  a  5. 

On  introduit  dans  le  cylindre  une  certaine  quantité 
de  mercure  qui  s'élève  au  même  niveau  dans  le  tube  de 
fer*,  les  deux  surfaces  libres  du  mercure  se  trouvent  alors 
sur  le  même  plan  horizontal  ÀB. 

On  fait  ensuite  communiquer  la  partie  supérieure  du 
cylindre  avec  une  masse  d'eau  contenue  dans  un  vase 
métallique  R^  cette  communication  est  établie  au  moyen 
d'un  tube  de  plomb  assez  large  pour  que  l'air  qui  se 
trouve  au-dessus  du  mercure  puisse  se  dégager.  On 
comprime  de  l'air  dans  le  récipient  R,  jusqu'à  ce  que 
la  pression  exercée  à  la  surface  de  l'eau,  dont  le  niveau 
peut  être  considéré  comme  constant,  soit  de  8  atmo- 
sphères. 

La  hauteur  de  la  colonne  d'eau,  //,  comptée  a  partir 
de  AB,  était  de  i"\68;  quelle  est,  après  l'expérience,  la 
différence  de  niveau  des  surfaces  du  mercure  dans 
l'appareil  ? 

On  prendra,  pour  densité  du  mercure,  le  nombre 
i3,5. 


(     «32    ) 

JJ.  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammo- 
niaque. 

Détermination  de  la  densité  théorique  du  gaz  ammo- 
niac, connaissant  les  densités  de  l'hydrogène  et  de 
l'azote. 

Densité  de  l'hydrogène 0.0692 

»        de  l'azote °-972 

Epure. 

On  propose  de  construire  les  projections  des  lignes 
d'intersection  d'un  hémisphère  et  des  faces  d'un  cube 
avec  un  hypcrboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

Le  cube  (abde,  a'b' d'e),  dont  le  côté  a  om,2oo  de 
longueur,  dont  la  lace  inférieure  et  la  face  postérieure 
sont  respectivement  situées  dans  les  deux  plans  de 
projection,  contient  entièrement  l'hémisphère  (/#,  //); 
cet  hémisphère  a  pour  base  le  cercle  (/?,  h')  inscrit  dans 
la  face  antérieure  du  cube. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (-,-')  vertical,  à  om,i.!.i  du 
plan  vertical  de  projection  et  à  égale  distance  des  laces 
deprotil  du  cube;  la  cote  du  centre  (o,  o')  de  cette  surface 
est  de  on\i32;  les  rayons  de  son  collier  (c,  c')  et  de  sa 
trace  horizontale  (B,0;)  ont  respectivement  o,n.o35  et 
o"1, 100  de  longueur. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  cube 
existe  seul,  qu'il  est  solide,  et  qu'on  a  enlevé  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  L'hémisphère  et  dans  l'hyper- 
boloïde. On  indiquera,  à  1  encre  rouge,  les  constructions 
nécessaires  pour  obtenir  un  point  quelconque  de  chacune 

des  lignes  d'intersection  et  les  tangentes   en   ces   points. 
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COMPOSITIONS  DOSÉES   AUX  EXAMENS  DE  LICENCE   DANS 
LES  DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1880 

|  SUITE  (')]. 


SESSION    DE   JUILLET. 

Lyon. 

Composition  d'Analyse.  —  Déterminer  en  coordon- 
nées curvilignes  (u,  v)  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  à  une  surface. 

Faire  voir  que  ce  rayon  passe  par  un  maximum   et 

.     .  i  r   •  î  du 

un    minimum,  quand  on  lait  varier  le  rapport  -r-» 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un 
point  matériel  soustrait  à  l'action  de  toute  force  exté- 
rieure et  assujetti  seulement  à  se  mouvoir  sur  un  ellip- 
soïde donné. 

Epreuve  pratique.  —  Le  i  -  juillet  1880,  à  midi 
moyen  de  Paris,  la  planète  Mars  a  pour  coordonnées 
héliocentriques  : 

Longitude  héliocentrique i6-°5'26",  3 

Latitude J°37'37",  8 

Logarithme  du  rayon  vecteur 0,2204213 

Au  même  instantlalongitudeduSoleilest  1  i5°i2/g'/72. 
On  a  longitude  du  rayon  vecteur  de  la  Terre=:o, 0069929. 
Déterminer  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques 
de  la  planète  à  l'instant  considéré. 

Montpellier. 
Composition  d'Analyse.  —  Intégration  de  l'équa- 

(')  Nouvelles  Annales,  3€  série,  t.  T.  p.  87. 
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lion  différentielle  linéaire  d'ordre  n  à  coefficients  con- 
stants :  i°  lorsqu'elle  est  privée  de  second  membre: 
20  lorsqu'elle  possède  un  second  membre  fonction  de  x. 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un 
point  matériel  pesant  assujetti  à  se  trouver  constam- 
ment dans  un  plan  qui  tourne  uniformément  autour 
d'un  axe  vertical  situé  dans  ce  plan.  Le  mobile 
éprouve  en  outre  la  résistance  d'un  milieu  supposée  pro- 
portionnelle à  la  vitesse. 

Epreuve  pratique.  —  Les  hauteurs  apparentes  de 
deux  étoiles  sont  respectivement  égales  à  48°o'49"  et 
70°34/9//.  Leur  distance  apparente  est  58°8'48r/  : 

i°  Calculer  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer 
la  distance  vraie  de  ces  étoiles  ; 

2°  Former  avec  ces  éléments  le  tableau  des  calculs 
à  effectuer  pour  arriver  à  son  expression  numérique. 

Nancy. 

Composition  d'Analyse.  —  i°  Intégrer  l'équation 
aux  différentielles  partielles 

-  -r-*-  -+■  (i—  v2     -^  -t-  (a~vz)  y-  -i-  (b  —  yu)  -y-  -  o. 
y  <)v  J      àz  àz  ■        du 

2°  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie  /  c~  '  da 
et  en  conclure  les  valeurs  des  intégrales 

/     e    rl.r-" (/./■.       j     e  x  cos2aj?t£r,       /     cos(j?1   dx* 

Composition  de  Mécanique.  -  i"  En  un  poinl  O  de 
la  surface  de  La  Terre,  situé  à  la  latitude  X,  on  considère 
un  plan  poli  P,  supposé  vertical  et  perpendiculaire  au 
plan  méridien.  I  d  mobile  pesant  assujetti  à  demeurer 


(  >35  ) 

dans  Je  plan  P  est  lancé  du  point  O  avec  une  vitesse 
initiale  donnée. 

Etudier  le  mouvement  du  mobile  dans  le  plan  P, 
en  tenant  compte  de  la  rotation  de  la  Terre.  Calculer 
la  réaction  du  plan. 

'2°  Un  corps  solide  dont  deux  points  sont  fixes  est  en 
équilibre  sous  l'action  de  forces  données.  Rechercher 
les  pressions  supportées  par  les  deux  points  fixes. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphé- 
rique. 

Poitiers. 

Composition  d'Analyse.  —  Trouver  les  courbes 
telles  que,  si  par  le  point  N  où  une  normale  quelconque 
MN  rencontre  l'axe  Ox  on  mène  une  parallèle  à  la  tan- 
gente en  M,  cette  droite  passe  par  un  point  A  donné 
sur  l'axe  Or. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  matériel, 
non  pesant,  est  lancé  avec  une  vitesse  e0,  parallèlement 
à  une  droite  fixe  vers  laquelle  il  est  attiré  avec  une 
force  proportionnelle  à  la  distance  et  dont  la  valeur  est  [/. 
à  l'unité  de  distance;  il  éprouve  en  outre,  de  la  part  du 
milieu  dans  lequel  il  se  meut,  une  résistance  propor- 
tionnelle à  sa  vitesse  et  dont  la  valeur  est  ik  pour  une 
vitesse  égale  à  l'unité. 

Etudier  les  divers  cas  que  peut  présenter  le  mouve- 
ment de  ce  point  suivant  les  grandeurs  relatives  de  \J\x 
et  de  k. 

Epreuve  pratique.         Quels   seront,    le   18  juillet 
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iS8o,  l'azimut  et  la  distance  zénithale  d'Arcturus,  l'heure 
sidérale  étant  i8h. 

Latitude  de  Poitiers 4 6°  34' 55" 

Ascension  droite  d'Arcturus i4hiomi3\ 97 

Déclinaison  boréale 190 48' 21", 7 

Toulouse. 

Composition  d'Analyse.  —  i°  On  considère  la  sur- 
face représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par 
l'équation 

a  étant   une   constante.   Trouver   ses   lignes   asymplo- 
tiques. 

20  Intégrer  l'équation  différentielle  linéaire 

(C'Y  td2v 

-.— ,•  H-2Û52  — — -  -+-  a*  V—  cosa.r. 
.    dxk  dxr 

où  a  est  une  constante. 

Composition  de  Mécanique.  —  Soit  un  fil  /,  inex- 
tensible et  sans  poids,  aux  extrémités  duquel  sont  atta- 
chées deux  petites  masses  pesantes  m,  nt'\  l'une  d'elles  m! 
glisse  sur  un  plan  horizontal  fixe  PQ,  tellement  placé 
que  le  lil  a  \\\h  s'enroule  sur  un  cylindre  droit  par  un 
quarl  de  cercle  AB,  ce  cylindre  tournant  autour  d'un 
axe  horizontal  passant  par  le  centre  O  de  la  circon- 
férence \r>.  On  demande  la  loi  du  mouvement  de  cha- 
cune des  masses  m,  m'  et  du  cylindre,  ainsi  que  les 
tension,  des  brins  de  lil  a  \.  B6. 

On  tiendra  compte  du  frottement  de  glissement  de 

hi    unisse  m'  sur   |,>  plan    PO   et    de  la   résistance   de  1  air, 

résistance  que  l'on  supposera  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  anculaire  <le  rotation  du  cylindre. 


(  '■>;  ) 

Epreuve  pratique.  —  Résoudre  un  triangle  sphé- 
rique  géodésique,  connaissant  deux  côtés  />,  c  et  l'angle 
compris  A. 

Rennes. 

Composition  d'Analyse.  —  i"  Trouver  une  courbe 
telle  que  l'angle  MOT  sous  lequel  on  voit  d'un  point 
donné  O  la  portion  MT  de  tangente  à  cette  courbe 
comprise  entre  Je  point  de  contact  M  et  une  droite  fixe 
DD'  soit  constant. 

2°  C  étant  le  point  de  rencontre  du  rayon  vecteur 
OM  avec  la  droite  CC  parallèle  àDD'  et  menée  à  égale 
distance  du  point  O  et  de  cette  droite,  trouver  le  lieu 
géométrique  du  point  P  conjugué  harmonique  du  point 
G  par  rapport  aux  deux  points  O  et  M,  et  conclure  de 
là  une  manière  simple  de  déduire  les  points  de  la  courbe 
en  question  d'une  courbure  connue,  ainsi  que  la  con- 
struction de  la  tangente. 

Examiner  spécialement  le  cas  où  l'angle  MOT  est 
égal  à  90°. 

Composition  de  Mécanique.  —  Définir  le  mouve- 
ment tautochrone.  Un  point  sollicité  par  une  force  qui 
ne  dépend  que  de  la  position  ayant  un  mouvement  rec- 
tiligne  tautochrone,  donner  l'expression  de  cette  force. 

Expression  de  la  composante  tangentielle  dans  le 
mouvement  tautochrone  curviligne.  Détermination  de 
la  courbe  tautochrone  dans  le  cas  d'un  point  pesant,  et 
étude  de  ce  mouvement. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  :  intersection  d'un  pa- 
raboloïde  de  révolution  et  d'un  plan. 

Clermont. 

Composition  d'Analyse.  —  Donner  une  méthode 
pour  avoir  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 


(   '38  ) 
bure  c  est  une  fonction  donnée  de  l'angle  a  que  la  tan- 
gente à  la  courbe  fait  avec  une  direction  fixe 

p=/(a  . 
Application  aux  cas  où/(  a)  ==.  a  cosa,  /(a)  =  — —  • 

Composition  de  Mécanique.  —  Théorie  du  mouve- 
ment d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe.  Cas  où  le 
corps  se  réduit  à  trois  points  de  masses  m,  m',  m". 
situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Epreuve  pratique.  —  En  un  lieu  de  la  Terre,  on 
observe  l'azimut  a  d'une  étoile  à  son  lever  et  sa  hauteur 
méridienne  h.  On  demande  la  latitude  du  lieu  et  la 
déclinaison  de  l'étoile. 

Dijon. 

Composition  d'Analyse.  —  Exposer  une  méthode 
permettant  de  déduire  l'intégrale  générale  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  d'ordre  quelconque  de  celle 
de  la  même  équation  privée  de  son  second  membre. 
Appliquer  cette  méthode  à  l'intégration  de  l'équation 

d-u        _  du  ()/'-     -  <»/•  H-  2 

6  -jz  -+"  9"  = 3 


.'/./■-         dx 

Composition  de  Mécanique.  —  Soient  trois  axes 
coordonnés  rectangulaires  Ox,  Or,  Oz<  l'axe  des  z 
étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut  :  on  considère  un 
paraboloïde  de  révolution  ayant  pour  équation 


■>.  u 


Un  point  matériel  pesant  mobile  sur  la  surface  est 
repoussé  par  L'axe  <  )z  proportionnellement  à  La  distance. 
Etudier  le  mouvement  du  point,  sachanl  que  les  c< 


(  '•><)  ) 

données  inilialcs  du  mobile  sont 

a 

et  les  projections  de  la  vitesse  initiale 

(^)o=o,  '  (vy)Q=b$     (r-)0—o,     b:    o. 

Former  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  le  plan  des  xy,  et  discuter  cette  courbe 
dans  les  cas  où  elle  a  des  branches  infinies. 

Epreuve  pratique.  —  L'excentricité  d'une  planète 
étant  supposée  égale  à  £,  calculer  l'anomalie  vraie  et 
l'anomalie  moyenne  correspondant  à  une  anomalie  ex- 
centrique égale  à 

3o°  19/24",  54. 


SESSION   DE   NOVEMBRE. 


Marseille. 


Composition  d'Analyse.  —  i°  Recherche  des  lignes 
asymptotiques  et  des  lignes  de  courbure  de  la  surface 


m 


xy. 


20  Angles  sous  lesquels  les  premières  lignes  sont  cou- 
pées parles  secondes. 

3°  Courbes  suivant  lesquelles  ces  deux  sortes  de  lignes 
se  projettent  sur  le  plan  des  xy. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  M  non 
pesant  est  mobile  dans  un  canal  circulaire  poli;  ce 
point  est  sollicité  par  une  force  perpendiculaire  à  un 
diamètre  fixe  AB  de  ce  cercle  et  proportionnelle   à   la 
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distance  du  point  M  à  ce  diamètre.  Trouver  le  mouve- 
ment du  point  M. 

Epreuve  pratique.  — Résolution  d'un  triangle  sphé- 
rique,  connaissant  les  trois  côtés. 

Besançon. 

Composition  d'Analyse.  —  On  demande  de  calculer 
la  surface  détachée  sur  une  des  nappes  d'un  cône  de  ré- 
volution par  un  plan  sécant  donné. 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un 
pendule  dans  un  milieu  résistant,  en  supposant  la  résis- 
tance proportionnelle  à  la  vitesse.  Cas  des  petites  oscil- 
lations. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  de  Géométrie  descrip- 
tive. (A  suivre.) 


QUESTIONS. 


1384.  D'un  point  pris  sur  une  hyperbole  équilatère 
on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe. 
Démontrer  que  les  cotés  d'un  triangle  quelconque  inscrit 
dans  l'hyperbole  déterminent  sur  ces  droites  des 
ments  proportionnels.  (Mànhheu 

1385.  On  donne  sur  un  plan  une  ellipse  de  centn 

et  un  point  fixe.  De  ce  point,  on  mène  une  transversale 
qui  rencontre  I  ellipse  au  point  d.  Le  diamètre  conjugué 
de  oj)  coupe  la  transversale  au  point  /;/. 

Pour  quelles  directions  de  la  transversale  le  segmenl 
/>///  est-il  maximum  ou  minimum  ?  Mwmikim. 


(  i4i  ) 

1386.  Soient  A,  B,C  et  J)  quatre  points  pris  arbitraire- 
ment sur  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O.  Consi- 
dérons l'hyperbole  équilatère  passant  par  ces  quatre 
points,  et  de  son  centre  to  abaissons  une  perpendiculaire 
(oP  sur  un  coté  quelconque  Atë  du  quadrilatère  ABCD5 
du  centre  O  du  cercle,  abaissons  une  perpendiculaire  OQ 
sur  le  coté  opposé  Cl).  En  désignant  par  V  l'angle  que 
font  les  cotés  AB  et  CD,  démontrer  la  relation 

•  wP  =  OQ  cosV. 

(  Laguekiœ.  ) 

1387.  Soient  deux  cercles  fixes  C  et  C  tangents  aux 
droites  D  et  D'  ;  on  considère  un  cercle  variable  K  qui 
touche  C  et  C  et  on  lui  mène  des  tangentes  parallèles 
à  D  et  D'  :  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

(Laguerre.  ) 

1388.  L'équation/  '(.r  )  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles } 
soient  a  et  ê  deux  racines  consécutives  de  cette  équation. 
La  dérivée  J'(x)  s'annule  pour  une  valeur  (0  comprise 
entre  a  et  6  ;  démontrer  que  co  est  comprise  entre 

a  -f-  (  n  —  1)6  (  //,  —  1  )  a  -+-  6 

et 


11  '    n 

n  désignant  le  degré  de  l'équation.  (  Laguerre.  ) 

1389.  L'équation  de  degré  n,f(x)  —  o,  a  toutes  ses 
racines  réelles;  l'équation  j-  (x)  -f-  À  -f'2[x)  =  o,  où 
À  désigne  un  nombre  positif,  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires. Démontrer  que,  dans  chacune  de  ces  racines,  le 
coefficient  de  i  est  inférieur  à  k/i  ;  on  suppose  72  >  2. 

(Laguerre.) 

1390.  Considérons  l'équation /(.r)  =  o  qui  a  toutes 
ses  racines  réelles;  k  désignant  un  nombre  réel  arbi- 
traire,   supposons   que   l'équation   f(x)-{-k  =  o  ait  /// 


>   M 
racines  imaginaires  :  démontrer  que  l'équation 

fî{oo)-f{œ)f{œ)-kf{œ)-=,o 

a  m  racines  réelles,  toutes  les  autres  étant  imaginaires. 

(Laglerre.  ) 

i 39i .  Soit  À"  la  courbe  enveloppée  par  une  droite  de 
longueur  constante  dont  les  extrémités  s'appuient  sur 
deux  droites  fixes.  Démontrer  que  toute  courbe  paral- 
lèle à  k  peut  être  engendrée  de  la  même  façon. 

(Laguebre.  ) 

1392.  Si  l'équation 

a  -+-  bx  -+-  ex'2  — ...  —  kxn  •=.  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  démontrer  que,  co  étant  une 
quantité  réelle  quelconque  plus  petite  que  l'unité, 
l'équation 

a  -t-  biox  -h  ci)j'*x2  -h ...  -+-  /.  o/'*'.?-"  =  o 
a  également  ses  racines  réelles.  (Laguebre/ 

1393.  Soit  le  polynôme 

a0  h-  a{  x  -t-  (u  ./■-    h ...  -f-  an  x"  ; 

supposons  qu'en  ajoutant  à  ce  polynôme  un  certain 
nombre  de  termes  de  degré  supérieur  à  n,  on  puisse  ob- 
tenir un  autre  polynômey*(a:),  tel  que  l'équation  f(x)  =  o 
ait  toutes  ses  racines  réelles  :  démontrer  que  l'équation 

a0  axx  a% 


i . 2 . 3 . . .  n        i . 2 .3 . . .  {n  —  i  )        i . 2 . 3 . . . (/< 

H-  anxn  =3  .. 

1  .  ■>.  1 

a  toutes  ses  racines  réelles.  (Lagoebbe. 

1394.    f\ [x     désignant    un    polynôme  quelconque  à 
coefficients  réels,  on  peut  toujours  déterminer  un  nombre 


(   >  i'5  ) 
positif  w,  tel  que  le  développement  de  ë*xf(x),  suivant. 
les  puissances   croissantes  de  x,   présente  précisément 
autant  de  variations  que  l'équation  f(x)  =  o  a  de  ra- 
cines positives.  Lagckrre. 

139o.  Par  un  point  quelconque  AI  d'une  hyperbole, 
on  mène  des  droites  parallèles  aux  asymptotes;  par  un 
aulre  point  M'  pris  arbitrairement  sur  l'hyperbole,  on 
mène  deux  cercles,  tangents  aux  asymptotes  et  ayant 
leurs  centres  sur  l'axe  transverse  de  la  courbe  :  démon- 
trer que  ces  deux  droites  et  ces  deux  cercles  sont  tan- 
gents à  un  même  cercle.  (Laguerue.  | 


AVIS  AIX  CANDIDATS  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


Le  nouveau  programme  d'admission  à  l'École  poly- 
technique n'ayant  pu  être  inséré  au  Journal  Officiel 
que  le  17  janvier  1882,  d'après  l'avis  du  Conseil  de  per- 
fectionnement de  l'Ecole,  et  avec  l'autorisation  du  Mi- 
nistre de  la  Guerre,  des  instructions  seront  données  à 
l'Examinateup  d'admission  pour  la  Physique  et  la  Chi- 
mie, afin  qu'il  n'interroge  pas  les  candidats  sur  les  ma- 
tières du  programme  de  Physique  comprises  sous  les 
litres  suivants  : 

Electricité  statique,  magnétisme,  électricité  dyna- 
mique, électrodynamique ..  induction  èlectrodynamiquc . 

Cette  note  ne  concerne  que  les  examens  d'admission 
qui  auront  lieu  en  1882. 

Le  Directeur  des  Etudes. 


(  '44  ) 
L'ASTRONOMIE. 


M.  Camille  Flammarion  vient  d'avoir  l'heureuse  idée  de 
créer,  à  la  librairie  Gauthier-Villars,  une  Revue  mensuelle 
d'Astronomie  et  de  Physique,  destinée  à  tenir  tous  les  amis  de 
la  Science  au  courant  des  découvertes  et  des  progrès  réalisés 
dans  la  connaissance  de  l'Univers.  M.  Flammarion  est  aidé  dans 
cette  œuvre  par  les  principaux  astronomes  du  monde. 

Le  premier  Numéro  vient  de  paraître  (chez  tous  les  libraires). 
Il  sera  envoyé  en  spécimen  à  toute  personne  qui  en  fera  la  de- 
mande à  l'éditeur,  quai  des  Augustins,  55,  Paris. 

Sommaire. 

A  nos  Lecteurs  :  Notre  Programme.  —  L'Observatoire  de  Paris 
(:>.  figures,  représentant  l'Observatoire  en  1672  cl  en  1882).  —  Les 
Comètes  (1  figure:  marche  de  la  dernière  grande  Comète  dans 
l'espace). — Paysages  lunaires  (1  figure).  —  Académie  des  Sciences 
(Communications  relatives  à  l'Astronomie  et  à  la  Physique  géné- 
rale: L'abaissement  de  la  mer  à  Antibes). — Nouvelles  de  la  Science. 
—  Variétés  :  Le  prochain  passade  de  Vénus.  Chute  d'un  urano- 
lithe.  Découverte  de  nouvelles  planètes.  Comètes  visibles  à  l'œil 
nu.  — Le  Ciel  en  mars  1882:  Observations  intéressantes  à  faire 
(5  figures). 

Le  journal  L'Astronomii:  paraîtra  le  iei  de  chaque  mois,  par 
fascicule  de  jo  pages  (abonnement  :  12  fr.  par  an),  et  donnera 
ainsi  régulièrement  le  tableau  vivanl  <le<  conquêtes  de  la 
Science. 


ERR  I  T  1 

{  M>ir    •'  létie  .1     \\ 


Page  388,  ligne  5  en  remontant,  <ni  lieu  de  sous  des  angles  donl  le 
produit  esl  constant,  lisez  sous  des  angles  dont  le-  sinus  ont  un  pro- 
duit constant. 

Page    1  ;  >.  lignes  7  «1  8,  <m  lieu  de  aux   génératrices,  lisez  aux 

locale-. 

Page  •  •  ■■  équation     i),  au  lieu  de  x2,  ;/-.  -■  .  fis*  -  \ 

,  y     ya  cosB  1.  I  7       >}  cosC). 
t  vi ir  erreur  .1  été  signalée  par  M .  Lez. 
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STABILITÉ  DE  I/ÉQUIL1BRE  D'IiN  POINT  MATÉRIEL  ATTIRÉ  OU 
REPOUSSÉ  PAR  UN  NOIIRRE  QUELCONQUE  DE  POINTS  MATÉ- 
RIELS FIXES  PROPORTIONNELLEMENT  AUX  MASSES  ET  A 
UNE  PUISSANCE  DE  LA  DISTANCE; 

Par  M.    \.  LEGOl  \. 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  traiterons  seulement  le 
cas  de  l'attraction.  Celui  de  la  répulsion  se  traiterait  de 
la  même  manière;  il  suffirait  de  changer  les  signes  des 
masses  des  points  fixes. 

Désignons  par  m,,  m^i  TI9  -  •  •  •  tas  masses  des  points 
attirants  A,,  A2,  A3,  ...  ;  par  x\,yK,  zt,  x2s y2,  z2i  •  •  • 
les  coordonnées  de  ces  points  ;  par  x^y,  z  celles  du  point 
attiré  M  ;  par  m,,  «2,  m3,  .  .  .  les  distances  respectives  du 
point  M  aux  points  A, ,  A2,  •  .  -,  et  supposons  que  l'attrac- 
tion du  point  A  <  soit  représentée  par —^,   celle  de  A2 


"1 
ni ., 

Si  X,  Y,  Z  désignent  les  composantes  de  l'attraction 
totale  suivant  trois  axes  rectangulaires  quelconques, 
on  a 


1 


Y 

1 


«!  =  (.fi—  •'*)"  +  (iVl—  v)s+  (zl  —  z)\      ...  ; 
Aun.  de  Mnlhèmal..  3e  série,  t.   I.  (Avril  1882.)  I  O 
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dans  la  position  d'équilibre,  ou  aura 


1 

Y 
V 


tf  +  2 
I 


/// 


V  I 


,'/  +  2 


=  O. 


On  peut  prendre   pour    origine  des   coordonnées    la 
position    d'équilibre    du    point    M,    et    si    Ion   désigne 

par  dt*  d.2>,  •  .  .    ce  que  deviennent  alors  les  u{.u2 

on  aura 


i  i  i 


Ceci  posé,   appelons  cp  la   fonction  des  loi-ces  définie 
par  l'équation 

,    __  V1  /;/,[("  .r,  —  .r)d.r  -+-  (  ,V|  —  r)dr  -h  (  ziT-  z)fh\ 


S 


(I  ou 


?  —  >  — -,  • 

La'*   «i 

Dans  la  position  d'équilibre,  on  paît  que  o  =consiaute. 
Stabilité  ou  instabilité  de  l'équilibre  du  point  maté- 
riel. —  On  écartera  très  peu  le  point  M  de  sa  position 
d'équilibre,  c'est-à-dire  de  l'origine  des  coordonnées. 
On  considérera  les  coordonnées  <lu  point  comme  des 
quantités  très  petites  el  l'on  négligera  dans  le  dévelop- 

peinenl  les  secondes  puissances  de  ces  quantités. 


(  >i:  ) 

Les   équations    du    mouvement    seront,   dans    le    eas 


général, 


/)l 


d-.r  do 

dt*        dx 

d- y         do 
IF  ~  7/P 

d-z         do 

TIF    ~  dz  ' 


in 


Développons  Je    second   membre  d'après  la  série    de 

ri" 

Taylor,  et  remarquons  que,  pour  x  =  y  =  z  —  o,  rr-i 

do     do  -. 

—  ■>  -r-  sont  nuls:  on  aura 

fi  y    dz 


m 


d-.r 

~dF 


(T- 


7- 


(^X)-r 


I      d- 


dxiJ0  \  dx  dy/o  \  dx  dz  /  0 


d* 


d*  y 

dt-         Xdydx/o 


d* 


V 


fPz 


m 


d^ 


dlo   ' 
dzd\  / 


Izdy  '  y 


d-o 
r^ 

dydz 


dt*         \dzdx/0 
D'ailleurs,  on  trouve  pour  les  dérivées  secondes  de  c 
V* i  ni\      _  (n-h  2 )/>?,( a 

/»,  f/i  h-  2\mt(r,—  y)2 


r/2o 
5? 


a?V 


si 

SI 


// 


«+2 
1 


// 


I 


/>/■ 


(/?  -+-  ajm^fc,  —  *V 


// 


«+2 


r/i-t-  i 
1 


dxdy  Zu 


m1(x1—x)(yl~y) 


h 


11  +  !, 
I 


^2 


/>?,  (r,-rH^,-v) 


,  «  +  4 
1 


dzdr  ^  M,    4 


(.«48'-) 

On  remarque  d'abord  que 

<r-'i        c?*œ        d1'^  ,   V    m\ 


+  2 


En  particulier,  si  n  =  i   et  si  aucun  des  z*,   n'est  égal 
à  o,  on  a 

d*®        d*Q        d*v 

ûu?z         <7>-         «;■ 

c  est  le  théorème  de  Laplace  dans  le  cas  de  l'attraction 
newtonienne. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  représenterons  par  <?, 
&,  c,j\  g,  h  les  valeurs  des  dérivées  secondes  de  cp 
lorsque  x  =  o, y  =  o,  z  =  o, 

6=(„+3)^-5jii_25f-,.    y  =  (*  +  »)2i--^r- 

D'après  cela,  les  équations  du  mouvement  peuvent  s'é- 
crire 

dr  a 

m  — j-r  =  tf  .r  -+-  /M'  4-  A'  - . 
iti- 

<t-  y 
{m-r+zzihx  +  by+fz, 

d*z 
m—=gx+fy     -rz. 

On  intègre  sans  peine  ces  équations  linéaires  simul- 
tanées en  posant  x  =  \err,  i ■  =  Be**,  «  =  Cerf5  on  i 
trois  équations  linéaires  et  homogènes  en    \.  B«  C;  ces 

•  •         i  •  i  C-  B 

trois  équations  déterminent  les  trois  quantités  — ,  —  >  r. 
1  g  A    A 
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L'équation  qui  donne 

/•  est  la 

suivante; 

///  /•-  —  a 

—  h 

ir 

6 

—  h 

mr*  —  h 

-/ 

_    or 

o 

-f 

m  /-  —  c 

ou,  en  développant, 

l   (/>*r2)3  —  (a  4-  b  +  c)(mr2)- 
(  4  )  +  (  aô  -h  6c  4-  ca  —  fl  —  #*  —  A2  )  m  r2 

(  —  abc  -+-  a/3  +  &A'2  4--  C'A2  —  :>.  /X'A  =  o. 

On  sait  que  cette  équation,  qui  a  une  l'orme  identique 
avec  celle  qui  se  présente  en  Géométrie  analytique  dans  la 
recherche  des  plans  principaux  des  surfaces  du  second 
ordre,  a  toutes  ses  racines  réelles.  Or,  pour  que  l'équi- 
libre soit  stable,  il  faut  que  .r,  jy,  z  s'expriment  par  des 
sinus  et  des  cosinus,  c'est-à-dire  que  l'équation  précé- 
dente ne  fournisse  que  des  valeurs  imaginaires  pour  r\ 
il  faut  donc  que  l'équation  du  troisième  degré  en  mr2  ait 
toutes  ses  racines  négatives  et  inégales.  D'après  le  théo- 
rème de  Descartes,  il  faut  et  il  suffît  que  cette  équation 
n'ait  que  des  permanences. 

Donc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la 
stabilité  de  l'équilibre  sont  exprimées  par  les  inégalités 
suivantes  : 


ab 


a  -+-  h  ■+•  c 
ac-\-  bc—p- 


o, 


(5) 
(6) 
(  7  )  -abc  —  2  fgh  4-  ap  +  bg* 

En  substituant  à  «,  &,  c  leurs  valeurs,  ou  trouve  que 
la  première  peut  s'écrire 


A2>o, 
h  ch2>  o. 


t  5  bis  ) 


(#i 


///, 


o. 


ce  qui  entraine  n<^i\ 

La  transformation  des  deux  dernières  inégalités  exige 


(  <•><■  ) 

des  calculs  un  peu  longs,  mais  qui  se  présentent  sous 
une  forme  parfaitement  symétrique,  et,  d'ailleurs,  les 
résultats  sont  fort  simples. 

On  voit  sans  peine  que  l'on  a,  en  posant  D  =   y  -~r,  j 


/i-bc  =  _\/!!Al!lil 


>'i-2  — .r2-i 


ca 


{did,)»-" 

En  ajoutant  membre  à  membre,  on  voit  que  l'inégalité  (6) 
devient 


hr —  <il> 


1r7/-^^t0*i^-.|'î-i)"-^(-i^»-^-',i  '■ 


(<*!*)' 


On  voit  que  cette  inégalité  sera  satisfaite  si  in  -h  1  <^  o 
ou  72  <  —  7. 

Cette    inégalité   (6)  peut,  d'ailleurs,  s'écrire  sous  la 
forme  beaucoup  plus  simple 

...  V  '"i'"->  sm"(  dxd,  ) 

(6fc«)       \  •        -       w/    ,       —(3/1  -h  i)D-      o, 

i  r/,  r/.  |  désignant  l'angle  des  deux  directions  OA,  et  OAj 
qui  joignent  L'origine  aux  points  A,  et  \2. 

La  transformation  de  la  troisième  inégalité  i  si  un  peu 

plus  longue;  mais,  si   Ton    ordonne  le  premier   membre 

relativement  aux  puissances  décroissantes  de  //     -  a,  <>n 


(   .:».  ) 


trouve  qu'elle  se  réduit  à 


(  :  bis) 


-(«  +  2)3    } 


\? 


"l  "2  "3  )  i^l  ^2  ^'8 


f  9TVV  /WiiWjsiri'Crfirfj)  ....       m^ 


Sous  eette  forme,  on  voit  clairement    que  l'inégalité 
sera  satisfaite  si  l'on  prend  des  valeurs  de  n  telles  que 


ii 


o. 


On  sait,  d'ailleurs,  que  l'équilibre  est  stable  pour 
«s  — '2  ou  pour  /i  +  i  =  —  i ,  car  les  forces  attractives 
sont  proportionnelles  aux  distances  et  tout  se  passe  dans 
ce  cas  comme  si  l'on  substituait  aux  points  A(,  A2,  •  •  • 
le  centre  de  gravité  du  système  et  comme  si  la  niasse  de 
tous  les  points  y  était  concentrée. 

On  peut,  en  transformant  encore  l'inégalité  précé- 
dente, montrer  qu'elle  sera  satisfaite  toutes  les  fois 
que  n-\-  i  sera  plus  petit  que  zéro  ou  égal  à  zéro. 

x.r 

Remarquons,  d'abord,  que 


r.> 


#3 

fi 

■"3 


représente 


six  fois  le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  l'ori- 
gine et  les  trois  points  A,,  À8,  A3$  soit  V  ce  volume; 
remarquons,  en  outre,  que  d9  d{  d2  sin  [dt  d2)  représente 
une  quantité  plus  grande  que  (>Y-,  si  l'on  désigne  par  a 
l'angle  formé  par  l'arête  d:]  ou  OA;,  avec  le  plan  OA ,  A2 
formé  par  les  arêtes  d ,  et  d2l  on  aura 


nndt  d.,  siiH  d '.  d,  )) 


6V 


M  1 1  7. 


(   >52  ) 
d'après  cela,  l'inégalité  (7)  pourra  s'écrire 

N9  V  ™ ?  w,  sin2  (  dx  d,  ) 

+  iH  +  ,fyj;""'^ 

x  '     /  ,( ri.  fhfl.\n++ 

ou  enfin 


(  <r/i  <72  <7:,  )  ' 


b2  Y2 

~ 6*.V2(Al-H2) 

sin1  a 


>o, 


(7  ter)  ; 


0-+-  2)2  \  -1  //  —  ni)3 


Hd\a%y^ 

m x  m., ni,.  36  V  - 


-+-(>-+-  2)2  \  .    ;        .    „    fcos2a  — («-hi)siaaj 


Or,  sous  cette  dernière  forme,  on  voit  bien  clairement 
que  l'inégalité  sera  satisfaite  pour  des  valeurs  de  n  telles 
que 

n  -t-  r     o. 

On  conclut  de  là  que  les  trois  inégalités  (5),  (6),  7 
seront  toujours  satisfaites  toutes  les  fois  que  n^ — », 
quels  que  soient  les  déplacements  du  point  attiré  autour 
de  sa  position  d'équilibre,  c'est-à-dire  que  l'équilibre 
sera  stable  d'une  manière  absolue.  Si  les  trois  inégalités 
ne  sont  pas  satisfaites  simultanément,  l'équation  du  troi- 
sième degré  en  r2  aura  au  moins  une  racine  positive; 
x^j1  z  s'exprimeront  par  des  exponentielles  et  l'équilibre 
sera  instable:  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  pour 
rt=U,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  l'attraction  new  Io- 
nienne. 

On  aurait  pu  traiter  cette  question  d  une  autre  ma- 
nière. On  sait,  en  ellèt,  que  l'équilibre  est  stable  si  La 
fonction  '->  passe  par  un  maximum,  et  que  l'équilibre  esf 
instable  si  œ  passe  par  un  minimum.  Or,  il  esl  facile  de 
voir  que  Ion  a.  en  négligeant   les  termes  du   troisième 
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degré  en  x,  j,  s>, 

1          1 

n  x*-+-  ^4- s2 

u*  ~  d'\ 

1        2            kj 

>*~ 

d'où 


0  —  \  ^j-  4-  ax~  +  &  )-2  +  es2  4-  2/V-  4-  2^5^  4-  2  //  xy. 

La  question  se  trouve  doue  ramenée  à  celle-ci  :  trou- 
ver Jes  conditions  pour  que  le  polynôme  homogène  du 
second  degré  ax--\-by-  -\- .  ,  .  soit  constamment  néga- 
tif. On  est  ainsi  conduit  aux  trois  inégalités  (5),  (6) 
et  (7)  déjà  trouvées. 


SIR  LES  SYSTÈMES  ARTICULÉS  DE  MU.  PEAUCELLIER, 
MUT  ET  KEMPE-, 

Par  M.  V.  LIGUINE, 

Professeur  à  l'Université  d'Odessa. 


i .  Au  point  de  vue  de  la  Cinématique  appliquée,  pour 
avoir  une  connaissance  complète  d'un  mécanisme  donné, 
011  doit,  après  avoir  considéré  la  nature  des  trajectoires 
décrites  par  ses  différents  points,  étudier  encore  les 
relations  qui  ont  lieu  entre  les  vitesses  de  ces  points. 

Depuis  la  belle  découverte  de  M.  Peaucellier,  le  nom- 
bre des  mécanismes  s'est  accru  de  plusieurs  appareils 
servant  à  transformer  un  mouvement  circulaire  en  un 
mouvement  rectiligne  ou  vice  versa.  Lorsqu'il  s'agira 
d'une  application  pratique  de  ces  appareils,  il  sera  impor- 
tant, pour  pouvoir  les  comparer  et  en  choisir  le  plus 
convenable,  de  connaître  la  loi  du  mouvement  transformé 
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elles  rapports  des  vitesses  des  différentes  parties  du 
mécanisme.  Récemment,  M.  d'Ocagne  a  déterminé 
géométriquement  les  rapports  des  vitesses  dans  l'appareil 
de  M.  Peaucellier  (').  Je  me  propose,  dans  cette  Note, 
d'établir  la  relation  entre  les  chemins  parcourus  dans  le 
mouvement  donné  et  le  mouvement  transformé,  ainsi 
que  les  rapports  des  vitesses,  pour  les  trois  appareils  de 
MM.  Peaucellier,  Hart  et  Kempe,  qui  paraissent  être, 
parmi  tous  les  systèmes  articulés  analogues,  les  plus 
importants  au  point  de  vue  des  applications. 

Ces  trois  appareils  sont  représentés  sur  les  Jig.  i,  2 
et  3  (  '-'  (.  Les  tiges  y  sont  indiquées  par  des  traits  conti- 
nus}  les  deux  points  fixes  sont  toujours  désignés  par  A 
et  O,  le  point  décrivant  la  ligne  droite  par  P  et  le  point 
qui  se  meut  sur  une  circonférence  passant  par  l'un  des 
points  fi^es,  A,  par  P, . 

!2.  Considérons  d'abord  le  système  de  M.  Peaucellier. 
La  droite  décrite  par  le  point  P  (fig.  1)  est  perpendieu- 


FiK. 


•    ■-.  ■■■-y.-- 


laire  à  la  ligne  des  centres;  soil  «  le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire^ Posons  \-  =  (/,  Pu  =  5,  angle  P,(  )-  =  a. 
Dans  le  triangle  rectangle  PuA,  l'angle   P,  \()est   égal  à 


1  '  »  Noir  ce  .1 'oal,  ■    série,  1 .  \ \.  p.   \  16. 

Pour  l;i   description  de  r.es  appareils,   voir  mon  Mémoire  Sut 
les  systèmes  de  tiges  articulées     Youvelles    In/utles,  i' scYîe.  1.  \l\. 

p.   1  -, 


(  ■  •'<••>  ) 

>  car  OP,  =  OA,  et  l'on  trouve 


a 
(i)  s  —  a  laiiii  - 


C'est  la  relation  qui  lie  l'espace  rectiligixe  parcouru 
par  le  point  P  à  l'angle  décrit  dans  le  même  temps  par 
la  tige  OP,. 

Pour  obtenir  le  rapport  des  vitesses  dans  ces  deux 
mouvements,  il  suffit  de  différentiel-  l'équation  (i)  rela- 
tivement au  temps  t\  on  obtient 

ds  a        (h 


dt   .  a  dt 

2C0S3  - 


Or,  ~r  est   -la    vitesse    v   du    mouvement    reetiliene    du 
dt    ,  b 

point  P  et  —  est  la  vitesse  angulaire  tu  de  rotation  de  la 


tige  OP,  autour  de  O;  donc 


c  a 

l  2  i  -  -~  — 

10  (  7. 

■>  cos-  - 


La  rotation  de  OPi  étant  uniforme,  la  vitesse  du  point 
P  variera  en  raison  inverse  du  carré  du  cosinus  de  l'angle 

-;  la  formule  (2)  montre  que   cette  vitesse  ne  s'annule 


jamais. 

Tirons  P/w  parallèlement  à  P,0.  Le  triangle  isoscèle 
A  //*P  donne 

\  ni  .      - , 


a 

2  cos 


(   ''56  ) 
ou  bien,  puisque  A~  =  a  =.  ÀPcos— -« 


\  a 


2COSz- 

2 


Donc,  eu  égard  à  l'équation  (2), 

-  =  A  m , 

construction  trouvée  par  M.  d'Ocagne.  De  plus,  en 
désignant  respectivement  par  Q  et  Û'  les  vitesses  angu- 
laires de  rotation  des  tiges  AM  et  A' AI  autour  du  point  A 
et  en  prolongeant  les  droites  MP,  PM'  jusqu'à  leurs 
intersections  k  et  À'  avec  la  ligne  des  centres  AO,  on  a, 
comme  l'a  démontré  M.  d'Ocagne, 

-=A*.    -,  =  \k'. 
<>  nf 

Donc 

(3)  v  =  tù.\m  =  iï.\/c  =  Q'.A/c'. 

Telle  est  l'expression  géométrique  des  relations  entre 
les  vitesses  y,  to,  1),  12'  des  divers  mouvements  «à  consi- 
dérer dans  le  système  de  M.  Peaucellier. 

lî.  Dans  l'appareil  de  Aï.  liait  (fg-  2)  la  droite  Prr 
décrite  par  le  point  P  est  aussi  perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres  AO.  En  posant 

Au  — rr,  .  Pit  =  S,      allait'  PjO//*  —  a, 

le  1  ri  angle  rectangle  A-  P  donne,  coin  me  précédemment, 
eu  égard  à  ce  que  OP,  =  OA, 

(4)  s-  a  tang  -j 

le  rapport  <!»■  la  vitesse  v  «le  P  à  (a  vitesse  angulaire  w 


( 

,:)7 

) 

de  OP, 

est 

donc 

aussi 

(5) 

V 

(0 

a 

2COS5 

2 

On    voit  que   la   loi  du   mouvement    rectiligne  dans 

Fig.  ■?.. 

i 


l'appareil  Hart  et  le  rapport  de  vitesses  établi  par  ce 
système  sont  précisément  les  mêmes  que  dans  l'appareil 
Peaucellier. 

Outre  les  vitesses  v  et  tu,  dans  le  mécanisme  Hart,  on 
n'a  à  considérer  que  la  vitesse  angulaire  Q  de  la  tige  iMM7 
autour  du  point  A.  Cherchons  à  construire  graphique- 
ment les  rapports  entre  ces  trois  vitesses  ç>,  to  et  ù. 

Le  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence  de  rayon  AM 
et  le  point  décrit  la  droite  Pt:;  par  conséquent,  le  centre 
instantané  de  rotation  relatif  au  déplacement  de  la  tige  MJV 
se  trouve  au  point  d'intersection  i  de  AM  prolongée  avec 
la  perpendiculaire  Pi  à  Pt:,  et  l'on  a,  en  désignant  par  \>' 
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la  vitesse  du  point  M, 

Or,  v^=  Û.AM;  donc 

r        P/.AM 

T>  "         M/ 

Prolongeons  PM  et  AO  jusqu'à  leur  rencontre  en  k. 
Les  droites  A  A",  P/  étant  parallèles,  la  similitude  des 
triangles  MP/*,  M/.  A  donne 

P/         W,         „         Pi.  \M 

M?==ÂM'     d°U     "M/  W: 

donc 

Pour  construire  le  rapport  des  vitesses  v  et  w,  obser- 
vons que  les  points  P,  et  M'  décrivent  respectivement  les 
circonférences  de  rayons  OP,  et  A  M';  le  centre  instantané 
relatif  au  déplacement  de  la  tige  M'j\  se  trouve  donc  au 
point  //  et  l'on  a.  en  désignant  la  vitesse  du  point  P,  par 
v"  et  celle  du  point  M'  par  r '". 

MA 

P,//' 

Mais  ^oû.A'M',  r"=o>.OP,  :  <l«>nc 

Q.  \M  M '//  i>         M'A.QP, 


w.OPj         ?xh  tu        P.//.AM 

M 1 1 1 1  i  j  >  1  i  <  h  i  s  cette  équation  et  l'équation  |  6)  membre  à 
membre;   il  \  ieni 

M  //.<>!>,.  \/ 

M  l',//.\M 


(      liM)     ) 

Tiions  A /•  parai [élément  a  M'P,;  on  a 

Wh        P,// 
ÏST  "  =  r\7 ' 
et 

v        OP,.\/, 


(o 


[\r 


Menons  la  droite  P  m  parallèle  à  P*0  el  prolongeons  A/- 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  P/raen  //. 

Les  triangles  P A Â",  AP//sont  égauxL,  comme  ayant  un. 
côté  AP  commun  et  les  angles  PA/,  &PA respectivement 

égaux  aux  angles  AP//,  PA  '/  ;  donc  A  À  =  Vu  et 

c        OP,.P// 
w  "  ~      Pi  r;     * 

Les  triangles  semblables  PA//,  P,A/*  donnent 

P//         AP 
Pjr^AP? 

et  les  triangles  semblables  PA/rc,  P,  AO 

\P         P/// 

\p; =  uï\  ' 

d'où,  eu  égard  à  ce  que  Vin  =  Km , 

P  u        A  />/ 

pv  7 "  ôp,  ; 

donc 

(7)  -=    Km. 

(•> 

En  réunissant  les  équations  (6)  et  (7),  on  trouve  pour 
l'appareil  H  art. 

(8)  v  =  m.  im  —  lï.Àk. 

4.  Passons,  enfin,  au  système  de  M .  Reinpe,  représenté 


(   i6°  ) 

par  la  fig.  3.  La  droite  décrite  par  le  point  P  est  toujours 

Fig.  3. 


n'  «e 


perpendiculaire   à  la    ligne  des  centres  AO,   mais   elle 
passe  maintenant  par  le  point  lixe  A.  Posons 

A  Y  =  P,  N'  ==  P,0  ==  AQ  =  /, 

\\  =  P\  =  P1\=3/1>      iP=5, 

angle  AOP,  =  a,     angle  A\PL  =  p. 

Le  triangle  isoscèle  AINP  donne 

.     .      ?  -  a                /   .    p         a  3    .    a 

5  =  2/,  sin  - =  2  /.     sin-cos cos-  sin- 

2  \         2  2  2  2 

J)'autrc  part,  on  trouve,  en  considérant  les  triangles 
rectangles  ACN,  ACO, 


AC  =  /i  sin— =  /sin- 

2  2 


d'où 


/ 


_1- 


/" 


/2     .      a 
sin '   =  -y- sin  —  >      cosj     =4  >    i        ,,  ->ni2-  • 

/,  2  2  V  *î 


0  3 

Kn  portant  ces  valeurs  de  sin  -  et  cos-  dans  l'expression 

de  «>,  on  obtient,  après  quelques  rechutions,  la  relation 
cherchée  entre  s  et  x  pour  L'appareil  Kempe, 


(9) 


\         /  ^in 


>  /,  »in 


\  '   <r 


r-  .  ,« 

in- 

1 


(  1*1  ) 

Pour  avoir  le  rapport  de  la  vitesse  du  point  P  à  la 
vitesse  angulaire  0)  de  la  tige  OP\ ,  mettons  l'équation  (9  ) 
sous  la  forme 


/sin  a  —  s  —  2/1  sin- 4  /  1  —  ^  sin2  -> 

2  y        i\      2 

et  élevons  les  deux  membres  au  carré;   il  vient 

oc  1 

l2  sin'2  a  —  ils.  sin  a  4-  .ç2  =  [\l\  sin2 4^Sin*-  • 

2  2 

DiiTérentions  cette  équation  par  rapport  au  temps/; 
nous  aurons 

ds  /  .   .  , 

-^-(/sina  —  s) 

dr 

—  —  (  /2  sin  a  cos  a  —  Is  cos  a  —  /:  sin  a  -f-  2  /2  sin  a  sin2  -  )  •> 
dt\  l  2/ 

.  ds  doc 

ou  bien,  puisque  -^-  =  t>,  -y ■  =  w, 

/  cos  a  (  /  sin  a  —  .ç  )  -f-  sin  a  (  2  l2  sin2 /2  ) 

ç  2         x 

eu  /  sin  a  —  j 

ou  enfin,  eu  égard  à  l'équation  (9), 

2-rr  sin- 1 

(fo)  —  —  /cosa  H-  /,  cos-  • 

Occupons-nous  maintenant  de  l'expression  géomé- 
trique des  rapports  entre  les  vitesses  y,  to  et  la  vitesse 
angulaire  0  de  la  tige  AN  autour  du  point  A;  ces  trois 
vitesses  sont  les  seules  qu'il  y  ait  lieu  de  considérer  dans 
l'appareil  Kempe,  la  vitesse  angulaire  de  la  tige  AjV 
autour  du  point  A  étant  évidemment  égale  à  celle  de  OPt 
autour  de  O. 

Le  point  P  décrivant  la  droite  AP  et  le  point  N  la 
Ann   de  Mathémat.,  3e  série,  t.  I.  (Avril   188a.)  Il 
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circonférence  de  rayon  AN.  le  centre  instantané  relatif 
au  déplacement  de  la  tige  PN  se  trouve  au  point  d'in- 
tersection ide  la  perpendiculaire  Pi  à  AP  avec  la  ligne  A3» 
prolongée.  Donc,  en  désignant  la  vitesse  du  point  N  par  y', 


V            Pi 

7-nï' 

ou. 

comme  v'  —  ù .  AN  , 

c         Pi.  AN 

<2  '         Ni 

Mais,  si  Ton  prolonge  PN  jusqu  à  la  rencontre  de  À'  avec 
AO,  on  obtient  deux  triangles  isoscèles  égaux  PN£, 
AN/r,  dans  lesquels  AN  ==  Ni,  Pi  =  AZ  ;  il  vient  donc 

(ti)  -  =  Ak. 

Il  nous  reste  «à  construire   le  rapport  -  •  A  cet  eflet, 

considérons  le  déplacement  de  la  tige  NP,  -,  ses  deux 
extrémités  se  meuvent  sur  les  deux  circonférences  de 
rayons  AN  et  OP,  \  le  centre  instantané  du  déplacement 
considéré  se  trouve  donc  au  point  h  et  l'on  a,  en  désignant 
par  v"  la  vitesse  du  point  P,, 

r'  N  h 

7  z  =  P,  h  ' 

Or   p'srû.AN,   v"  =  o).C)P,  ;    l'égalité  précédente  de- 

\  ient 

Q.ÀN         \7/  n       N//.OP, 

ou     - 


w.OP,  "     \\h  to        \\h.\\ 

Multiplions  cette  équation  et  l'équation  (11)  membre 
à  membre;  on  trou> e 

e       NA.QPt.A  /. 
t.»  =        P.A.AN 


(') 


(  '63  ) 

Tirons  A/-  parallèlement,  à  NP<  ;  cette  droite  coupera 
le  prolongement  de  OP,  en  un  point  r  et  l'on  aura 

i\A        AN 

Donc 

r        OPi^AA- 

Sur  le  prolongement  de  N'A,  portons  AA,  =  AN';  la 
droite  P<N  prolongée  rencontrera  IVA,  en  u  ;  joignons  uk 
et  menons  la  droite  A,  m  parallèle  à  uh\  on  a 

AA,        A  m 

Àw        A  k  ' 

ou,  comme  AA,  =  OP, ,  A  z*  =  P<  r, 

OP,       A  m        „         OP,.A/î 

—-i  =7-7-5      d  où      — =  Affi, 

P}  /•        A/c  P^ 

et  il  vient 

(12)  —  —  Am. 

10 

On  a  donc,  d'après  les  équations  (n)  et  (12),  pour 
l'appareil  Kempe,  les  relations 

(i3)  v  =z  w.Am  =  O.A/,. 

NOTE  SIR  LES  PARAROLOIDES  SU!  SECOND  ORDRE 
OSCILATEIRS  AUX  SURFACES; 

Par  M.  A.  PIGART. 


1.   L'équation  d'une  surface  peut  toujours  se  mettre 
sous  la  forme 

Z—z-=p(X  —  œ)  +  q(Y.—y) 

4-  —  l>(X  —  a)*  4-  2s(\—  œ)  (Y—  r)  4-  t(Y  —  y)*\ 

+  74^["(X-a?)3^-3t;(X-a7)2(Y-7) 

H-3ui(X  — a?)(Y— r)«-i-iv(Y— ty)«]  +  ...J 


(  '&i  ) 

X,  Y,  Z  désignant  les  coordonnées  variables,  .r,  y ,  z  les 
coordonnées  d'un  point  particulier  de  la  surface,  /j>,  </ . 
/•,  5,  £,  u,  v,  «/,  w,  ...  les  valeurs  des  coefficients  diffé- 
rentiels de  divers  ordres^relatives  à  ce  point. 

2.  Si  l'on  borne  le  développement  (i)  aux  termes  du 
premier idegré,  on  a  l'équation  du  plan  tangent  au  point 
(.r,  r,  z)  5  si  on  le  limite  aux  termes  du  second  degré,  on 
a  l'équation  d'un  paraboloïde  osculateur  du  second 
ordre }  aux  termes  du  troisième  degré,  on  a  un  parabo- 
loïde osculateur  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

3.  L'intersection  de  deux  plans  tangents  infiniment 
voisins  et  la  ligne  qui  joint  leurs  points  de  contact( x,y,z) 
et  (x  -4-  dx,y  -+-  dy:  z  -+-  dz)  sont  les  directions  de  deux 
diamètres  conjugués  d'une  courbe  du  second  degré  située 
dans  le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  et  ayant  pour 
projection  sur  le  plan  des  xy 

(2)   r(X  —  xy-+2s(X  —  x){\—  r)-M(Y—  v)2  =  const.: 

c'est  Y  indicatrice  de  Dupin. 

En  efïet,  on  obtient  l'équation  de  la  projection  sur  le 
plan  des  xy  de  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
deux  points  infiniment  voisins 

[x,y,z),     (x  -+-  dàc,y-hdj  ,z-hdz) 

de  la  surface,  en  diflerentiant  l'équation  du  plan  langent 
relativement  à   r,  J  ,    ~,    savoir 

dp(X       a ■  i    ■    dq(\  —  y)  =    o, 

ri  les  deux  direel  ions 

tin  d\ 


(  l65  ) 

satisfont  à  la  condition  des  directions  conjuguées 


d<l 

dy 

d.r 

\dx 

dp\ 
d(j 

qui 

ii 

'est 

autre  q 

ue  l'identité 

dp 

rd.v  H-  sdy 

dq 

s  dx 

■+■  ^/k 

__!_/•  =  o, 


dans  l'équation  (2  ). 

Cette  équation,  lorsque  la  constante  est  supposée  in  - 
{miment  petite,  représente  la  projection  sur  le  plan  des 
xy  de  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  tangent, 
transporté  infiniment  peu  parallèlement  à  lui-même. 

4.  Si  l'on  considère  de  même  les  paraboloïdes  oscil- 
lateurs du  second  ordre  en  deux  points  infiniment  voi- 
sins (x^y,  3),  (1  +  dx,y  -+-  dy,  z  H-  dz),  on  reconnaît 
facilement  qu'ils  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes 
ayant  pour  projection  sur  le  plan  des  xy 

(3)  dr  (X  —  x y  -h2ds(X  —  x)(Y  —  y)  4-  dt (Y—  yf  —  0, 

et  les  tangentes  à  ces  deux  courbes  en  leurfpoint  d'in- 
tersection (x^y,  z)  constituent  le  diamètre  conjugué  de 
la  ligne  des  contacts  par  rapport  à  une  courbe  du  troi- 
sième degré  située  dans  le  plan  tangent  en  (x,y,  z),  et 
ayant  pour  projection  sur  le  plan  des  xy 

^  j  n(X-x)*-hSr(X  —  x)*(Y—r) 

(  -+-  3ia  (X  —  x)  (Y  —  r)24-<r(Y  —  y):t  —  const. 

Cette  équation,  lorsque  la  constante  est  infiniment 
petite,  représente  la  projection  sur  le  plan  des  xj  (de 
l'intersection  de  la  surface  par  le  paraboloïde  oscillateur 
transporté  infiniment  peu  dans  le  sens  de  l'axe  des  z. 

De  plus,   ces  tangentes  d'intersection  sont    toujours. 


(5) 
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quel  que  soit  le  déplacement  du  point  de  contact,  deux 
diamètres  conjugués  d'une  courbe  du  second  degré  si- 
tuée dans  le  plan  tangent  et  ayant  pour  projection  sur  le 
plan  des  xy 

i  (um—  c2)(X  —  a?)2 -+-("«>—  viu)  (X  —  x)  (Y  —  y) 

I  -+-(vw  —  t«2)(Y — y)1  =  const, 

5.  On  pourrait  étendre  ces  considérations  aux  parabo- 
loïdes  osculateurs  d'ordre  plus  élevé  et  l'on  arriverait  à 
des  conclusions  analogues. 


6.  Mais  ce  que  nous  voulons  étudier  surtout,  c'est 
l'enveloppe  des  paraboloïdes  osculateurs  du  second 
ordre  qui  ont  leurs  points  de  contact  sur  une  ligne 
donnée. 

On  obtient  l'équation  de  celte  enveloppe  en  élimi- 
nant x  entre  les  équations 

Z  —  z=zp(X  —  œ)  H-  q (Y -  y) 

4-JL[r(X— a?)»  +  2*(X— x)(Y~y)-ht{Y— y)*]. 

dr(X  —  œ)*+2ds(X  —  x)(Y  —  y)-t-dt(Y  —  /)'=o, 

dans  lesquelles  z  est  une  fonction  de  x  et  y  donnée  par 
l'équation  de  la  surface,  et  y  une  fonction  de  x  dépendant 
de  la  ligne  que  l'on  considère.  Quant  à  la  caractéristique 
de  cette  enveloppe,  elle  est  représentée  par  ces  deux 
mêmes  équations  où  l'on  regarde  x  comme  un  para- 
mètre constant.  Elle  se  compose  généralement  de  deux 
courbes  planes  distinctes,  dont  l'équation  |  3)  représente 
la  projection  sur  le  plan  des  xj  . 

7.  Supposons  que,  le  long  de  la  courbe  qui  dirige  le 
mouvement  de  l'enveloppée,  i!  existe  entre  les  difleren- 


(  '«-  ) 

tielles  di\  ds,  dt  la  relation 

(7)  d$*r=:drdt\ 

alors  les  deux  branches  de  la  caractéristique  se  confon- 
dent en  une  seule,  et  l'enveloppée  a  avec  l'enveloppe,  le 
long  de  cette  courbe  unique,  un  contact  du  second 
ordre. 

En  chaque  point  de  la  surface  il  y  a  deux  directions 
pour  lesquelles  la  relation  (7)  est  satisfaite,  car  cette 
relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dry        (  dy\(  dy 

C  -h  Ul  -7-   )     =    [    U  -h  V  —r-  Ul  -+-  W   -f- 

dx  I  \  dx  J  \  dx 


ou 


/  dy\z  dv 

(8)    (W  —  w*)\-^\   (u^—via)-j--^tua  —  vi  =  o. 

On  voit  que  ce  sont  les  directions  asymptotiques  de  la 
courbe  (5),  comme  on  devait  s'y  attendre.  Il  existe  donc 
sur  la  surface  un  double  système  de  lignes  (réelles  ou 
imaginaires)  le  long  desquelles  l'enveloppe  des  parabo- 
loïdes  osculateurs  a  un  contact  du  second  ordre  avec  ses 
enveloppées.  L'enveloppe  est  alors  définie  par  les  deux 
équations 

L  —  z  —p  (X  —  x)  +  </(Y  -  r) 

4-  -L  [/•(X-lr)2  +  2.9(X-x-)(ï-V)-l-^(ï-iv-)2j, 

11  ■+•  *  T77.  )  (x  -  x)  ■+-  x v  +  lu  ik )  ( Y  —  /)  =  °> 


dx  J  l  \  dx  ) 

auxquelles  il  faut  ajouter  la  condition  (8). 

8.  Remarquons  maintenant,  et  c'est  là  l'objet  prin- 
cipal de  cette  Note,  que  les  coefficients  différentiels  du 
second  ordre   R,  S,   T  relatifs  à  l'enveloppe,  étant    les 
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mêmes,  le  long  de  chaque  caractéristique,  que  les  coeffi- 
cients /*,  S)  t  relatifs  à  l'enveloppée  correspondante,  res- 
tentconstants  le  long  d'une  même  caractéristique,  et  que, 
par  suite,  les  rapports  des  variations  <^R,  e?S,  dT  que 
subissentces  coefficients  pour  un  déplacement  infiniment 
petit  effectué  sur  l'enveloppe,  à  partir  d'un  point,  sont 
"indépendants  de  la  direction  de  ce  déplacement.  Or  on  a 

dR  =  UdX  -h  V  dY, 
dS  =  \dX  -h  LU  dY, 
dT=lUdX  +Wrf/; 

donc,  sur  toute  l'étendue  de  l'enveloppe,  les  rapports 

U     _V_    LU 

\  '   LU'    W 

doivent  être  égaux,  c'est-à-dire  que  l'équation  finie  de 

l'enveloppe  vérifie  les  équations  aux  dérivées  partielles 

du  troisième  ordre 

U  _  JV^       LU 

V  ~~~  LU  ~  W 
ou 

Y'^ULU2,     LU*  =  VW,     UWrrVlU, 

dont  la  dernière  est  une  conséquence  des  deux  premières. 
?Sous  avons  donc  ainsi  une  intégrale  commune  aux 
deux  équations 

(io)  V»  =  UIU,    II  »      \\v. 

Si  l'on  regarde  z  comme  une  fonction  arbitraire  F  de 
X  etj) ,  ni  y  comme  une  fonction  /  de  X  avant  pour  dé- 
rivée y,  et  qu'on  donne  à/;,  </,  r,  5,  f,  u,  c,  ///,  iv  leur 
signification  bien  connue,  cette  intégrale  commune  pro- 
vient de  l'élimination  de  x  entre  les  équations 

Z  —5  /M   \  .r  )  >/  [\  Y  | 

(M)-  -h  -    •  |  /■  (  \      x)1      \s\  \      x)(Y  —  y       f(Y-     n'|. 

/ 

(H    •    r.'l<\        .;■)    |    i.         „iv  l(>         V)        ... 
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avec  la  condition 

(vw  —  iu'2)y'2  H-  (uw  —  çui)y'  -+-  uni  —  v-  ■=.  o, 

ou,  en  tirant  de  la  seconde  de  ces  équations  la  valeur 
de  y'  pour  la  porter  dans  la  troisième,  de  l'élimination 
de  x  entre  les  deux  équations 

z  —  *  =/>(x  —  *)  -+-  </( Y  —  y) 

-+-  --  [/,(X - xy~  ■+-  2*(x ~ *)(Y- jr)  -t  HT-/)2 1' 

(Il  )\  i-« 

(mii/  —  r2)(X  —  ^-)2+  («^  —  ow/)(X  —  o?)(Y  —  7) 

4-  (  vw  —  ni-  )  (  Y  —  /)2  =s=  o. 

9.  De  là  le  mode  de  génération  suivant  des  surfaces 
définies  par  les  équations  (io)  : 

Si  Von  prend  une  surface  quelconque 

et  quon  détermine  sur  cette  surface  le  double  systènie 
de  lignes 

r=f(*) 

défini  par  V équation  différentielle 

ds~  —  dr  dt, 

les  enveloppes  des  paraboloïdes  oscillateurs  du  second 
ordre  menés  le  long  de  ces  différentes  lignes  sont  autant 
de  surfaces  satisfaisant  aux  deux  équations 

Yâ  =  UlU,     IU2  =  VW. 

10.  Il  est  du  reste  facile  d'obtenir  l'intégrale  générale 
de  l'une  de  ces  équations,  par  exemple  V.2  =  ULU. 

On  voit  sans  peine  que  l'intégrale  première  est 

(i2)  r-  tp(5), 
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ç  désignant    une  fonction   arbitraire,  et  que   cette  der- 
nière équation  a  pour  intégrale 

(i3)  p=.ty(z)  -hd?ç(a)  -+-  a  y, 

'|  étant  Ja  caractéristique  d'une  nouvelle  fonction   arbi- 
traire, et  a  une  fonction  de  x  etjy  définie  par  l'équation 

04)  'V(a)  +  «'(»)+  v  =  o. 

Il  reste  donc  à  intégrer  le  système  des  équations  (  i3  ) 
et(i4). 

L'équation  (i3)  donne 

z  =/(.'}  H-  i":  -h  a#)  ûfcc  —  0  (  y) 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

(i5)  :  =  ,r(6  +  ,ri  +  xr)  —  fxy  dx-+-  0  (  r), 

0  désignant  une  troisième  fonction  arbitraire. 

Il  faut  remarquer  que  l'intégrale  est  prise  par  rapport 
à  x,  y  étant  traité  comme  une  constante. 

Substituons  à  x  la  variable  a.  L'équation  (i4)  nous 
fournit  la  valeur  de  x  en  fonction  de  a,  savoir 

y  -i   \ 

d  où  l'on  tire 

CM?  = ! J- ! r/a- 

o  - 

Portant  ces  valeurs  de  .r  cl  </.r  dans  (  i  5  )  sous  le 
signe  7  ,  °n  obtient 

fil    :-'1"    :  ^n^J?rfa    


(   '7'   ) 

OU 

(:  =  ,ï(ij/  +  2'o  +  et  y  ) 


r 


Cette  équation,  jointe  à  la  relation  (i4)?  constitue 
l'intégrale  générale  de  l'équation  du  troisième  ordre 

V2  =  UlU 

ou  de  l'équation  du  second  ordre  équivalente 

r  =  <p(*). 

On  formerait  de  même  l'intégrale  de  l'équation 

IU2  =  VW     ou     t  —  y(s). 

Remarquons  que,  lorsque  0())  est  une  fonction  du 
second  degré  en  y,  la  surface  représentée  par  les  équa- 
tions (  i4)  et  (16)  peut  être  regardée  comme  engendrée 
par  le  déplacement  dune  courbe  du  second  ordre. 

SOMMATION  D'4INE  SÉRIE  REMARQUABLE; 

Par    M.   Maurice    D'OGAGNE, 
Elève  de  l'École  Polytechnique. 


Dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  Gergonne  (  '  ) , 
de  Stainvilte  considère  une  série  remarquable  dont  il 
étudie  les  propriétés  et  fait  diverses  applications. 

Gergonne  (2),   puis    Ampère  (3)    sont   revenus    sur 


(  '  )   Tome  l\,   page  229. 

{-)  Tome  IV  pages  :><ji  et  270. 

(::  )  Tome  \\  .  page  36o. 


(  *7*  ) 

cette  série,  simplifiant  les  démonstrations  du  premier 
auteur,  poussant  plus  loin  les  conséquences  de  son  théo- 
rème; mais  aucun  de  ces  géomètres  ne  s'est  occupé  de 
la  sommation  de  cette  série ;  cette  recherche  fait  l'objet     ( 
de  la  présente  jNote. 

La  série  de  Stainville  est 

s  -2 

i+fl-+fl(a  +  À")  — 1- .  •  . 

1  1.2 

-+-  a  (  a  -h  A  )  ...  [  a  -+-  (  n  —  1  )  A  ] 


1 . 2  . . .  n 


prise  pour  les  valeurs  de  z  <^  -7  >  et  que  je  représenterai 

par  S(#,  k). 

La  propriété  fondamentale  de  cette  série,  démontrée 
dans  les  Mémoires  cités,  consiste  en  ce  que 

S(a  -r-  b,  k)  =  S(a,  k)  S(b,  k). 

Cela  posé,  dérivons  S  (a,  k)  par  rapport  à  -, 

<7S(rz,  A)  a 
=«  +  «(«  +  /,)-+... 

(7-3  I 

+  rt(rt  +  /i)...[rt  +  (/i I  )  A  ] 


I.2...(/l  —  I  ) 

«     i+(rt  +  k  )--+-.'.. 

5  s  - 1  n 

rzS(a  -h  A",  A), 


ou,  d'après  la  propriété  fondamentale, 

— =oS(fl,  A  >S(Ar,  A). 

Mais 

S( A,  A)  —  1  4-  A-  4-  k-z*  -+- ...  4-  A"  5"  + 
Or 

1  1 

r  >  11       A;        1 


(  <:•>  ) 


Donc, 
par  suite. 


$(*,*)  = 


i  —  h  ' 
dS(a,  k)  a 


dz  i  —  kz 


S(a,k), 


ou 


dS(a,  k)  dz 


S(a,k)  (i  —  kz) 

Intégrons    alors,    en  remarquant    que,   pour    z  s=à  o. 
S(«,  Zr)  =  o  j  nous  avons 

logS(rt,  A)  =  —  j  log(i  —  kz), 
et,  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres, 
S(ayk)—(i  —  kz)~*' 


Slll  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  DE  LA  FORME 

(œ'P — aP)  'l(x)  =  o; 

Par  le  P.  BERLOTY. 


Théorème.  —  Soit 

F(S?)  —  \0a-">  -h  A,  œ>»-'  -+-...+  A/#l, 

A0,  A,,  .  .  .    étant  des   construites  et  tn  un  entier.   La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 

F(*)==-0 

admette  les  p  racines  de  l'équation 

.ri'  —  a!'  ==zo  ' 

est  que  ces  p  racines  appartiennent  à  chacune  des  équa- 
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lions  obtenues  en  annulant  les  p  polynômes  formés  par 
la  somme  des  termes  pris  dans  F(.r),  de  p  en  p,  succes- 
sivement à  partir  du  Ier,  du  2e, ,  du  pie'"%  c'est-à-dire 

aux  éq nations 

cp,  ( x)  —-  \Qxm  ■+-  kpxm~P  H-  ...  +  knpxm-nP  H-  . . .  =oj 

En  effet,  si  F(x)  =  o  admet  les  racines  de  l'équation 
xP  —  aP  =  o,  c'est-à-dire  si  l'on  a  identiquement 

F(.r)  =  (xP  —  af})^(x), 
les  p  transformées  en 

x        x  x  x 


J.y  *g  J.J 


%i  1, 


(a, ,  a2,  .  .  . ,  a/,  .  .  . ,  a^  désignant  les  racines  de  l'équa- 
tion   xP — i  =  o)   devront  admettre  ce  même  facteur 
dans  leur  premier  membre,  car  le  binôme  xP  —  aP  ne 
change  pas  par  cette  transformation. 
Réciproquement,  soient 

(2)         /\(x)  —  o,    f,(x)  —  o fp(x)=zo 

les  p  transformées-,  si  les  polynômes  f^f*,  ...,/,,  ad- 
mettent xP —  aP  comme  facteur,  il  en  scia  de  même  «le 
F  (a?)  -,  car  xP —  <tp  ne  change  pas  quand  on  y  remplace 
x.  par  a,.r,  et  ce  changement  fait  dans  fi(x)  reproduit 
F(.c),  quel  (pie  soit  l'indice  /'  de  i  à  p. 
delà  posé,  tenant  compte  des  relations 

nS  —  i  nt.)+,f  —  t't 

(M  cliassani  les  dénominateurs,  on  obtient,  pour  la  trans* 


(  •':•>  ) 

formée  fi(x)  =  o, 

ft  (a»)  —  A0.r»<  +  a/A,*?'"-1  -+-  a?  A2#",L2  -h  .  .  . 
-h  a?"1  A,,  .1;*"'~/,4~1  -H  Apœm~P 

-+-  a^A^-a?"*-''-1  -H '  . . .  ==  o, 

ou  bien,  en  remarquant  que  la  première  colonne  n'est 
autre  que  ot(x),  la  deuxième  que  cp2(j?),  etc., 

(  3  )        /,-  =  cp,  -h  a -.p,  +  a?  cp3  -f-  . . .  -+-  %f~ l  op  —  o. 

On  a  donc  aussi,  en  faisant  la  somme  des  équations  sem- 
blables, multipliées  respectivement  par  la  puissance; 
p — j  de  la  quantité  a  correspondante  (/  étant  un  en- 
tier pris  entre  o  et  p  —  i  ) , 

(  +?y+1Saf+...^o, 

i  prenant  sous  les  divers  signes  S  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  i  à  p. 

D'ailleurs,  d'après  les  propriétés  connues  des  racines 
de  l'unité,  on  a,  suivant  que  l'exposant  tx  est  ou  non 
un  multiple  de  p, 

Zzt—p,      ou      Saf  =  o. 

Si  donc  on  remarque  quey}(.r)  contient  les  seules 
puissances  o,  i,  2,  ...  (p  —  1)  de  a,,  on  voit  sans 
peine  que,  dans  l'équation  (4),  tous  les  termes  s'éva- 
nouissent, sauf  le  seul  terme  <py+,  S  a^  d'où  l'on  conclut 
que,  si  toutes  les  équations  (2)  sont  satisfaites  par  les 
racines  de  l'équation  xP  —  aP  =  o,  il  en  sera  de  même 
de  l'équation 

?/+i  =  P- 

Or  j  est  quelconque  entre  o  et  p  —  1  ;  donc  les  p  équa- 
tions (1) 


(  i?6  ) 
admettent  au  premier  membre  x?  —  aP  comme  facteur. 
A  leur  tour,  si  les  équations  (i)  sont  satisfaites  par  les 
racines  de  l'équation  x?  —  aP  =  o,  les  équations  (2)  le 
seront  aussi;  car  chacune  de  ces  dernières,  d'après  la 
formule  (3),  n'est  autre  qu'une  composition  linéaire  et 
homogène  des  polynômes  <p,,  ç2,  ...,  z>p. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème  proposé.  On  peut 
l'énoncer  dans  les  termes  suivants  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  queF(x) 
soit  de  La  forme  (xP  —  aP)  'l  (x)  est  que  les  polynômes 
cp,,  <527  •  •  •  1  ®p  soient  de  la  même  forme. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE 

(deuxième  session,  1879). 

SOLUTION  DE  M.  J.  AUZELLE. 

Élève  du  Lvcce  de  Moulins. 


On  donne  un  carre'PQP'Q',  dont  la  demi-diagonale 

OP=OQ:=/*. 

i°  On  demande  d'écrire  V équation  générale  des  co- 
niques tangentes  aux  quatre  côtés  de  ce  carré,  en  dis- 
tinguant les  cas  oh  ce  sont  des  ellipses,  des  hyperboles 
ayant  leurs  sommets  sur  OVx,  des  hyperboles  ayant 
leurs  sommets  sur  OPj,  ou  enfin  des  paraboles. 

r>.°  On  considère  l'une  quelconque  des  ellipses  inscrites 
dans  le  carré;  sur  son  demi-axe  OA,  comme  hypoté- 
nuse, on  construit  un  triangle  rectangle  OÂ s,  dont  le 
côté  A  s  a  une  longueur  fixe  donnée  As  =  K;  SUT  la  di- 
rection de  l'axe  QA,  on  prend  une  longueur  ()S  =  Os 
et    on  construit   une  hyperbole  èquilatere   ayant  son 

centre  en  ()  et  /'////  de  ses  sommets  en  S:  cette  hyper- 


(  <77  ) 
bole  coupe  l'ellipse  considérée  au  point  M.  On  demande 
d'écrire  l'équation  lieu  des  points  M. 

3°  On  discutera  la  nature  et  la  position  du  lieu,  sui- 
vant la  grandeur  de  la  ligne  donnée  K  et  suivant  que 
OA  est  le  demi-grand  axe  ou  le  demi-petit  axe  de  l  el- 
lipse considérée. 

i°  Les  diagonales  d'un  parallélogramme  cireonscrit  à 
une  conique  sont  des  diamètres  conjugués;  il  en  résulte 
que  les  droites  PP'  et  QQ'  sont  des  axes.  Soit  alors 
l'équation  cherchée 

En  exprimant  que  P'Q  est  tangente  à  ces  coniques  et 
prenant  A  =  i,  on  obtient  la  relation 

»2-(C  +  i)(rt2  +  F)  =  oi 

par  suite  l'équation  demandée  est 

On  peut  avoir  des  ellipses,  des  hyperboles  ou  même 
des  courbes  du  genre  parabole.  Si  les  hyperboles  ont 
leurs  sommets  surOPx,  leur  intersection  avec  OQ7  doit 
donner  deux  valeurs  imaginaires  de^,  ou  deux  valeurs 
imaginaires  de  x,  si  ces  sommets  sont  sur  OQj.  En 
exprimant  qu'il  en  est  ainsi,  on  trouve  les  résultats 
suivants  : 

C  >  o  ellipses, 

(  C  <  —  1    sommets  sur  OPa:, 

G<o  hyperboles  j 

(  G  >  —  1  »  OQ  y, 

C  =  o  droites  doubles. 
20  et  3°  L'équation  (1)  s'écrit 
œ-  y2 


n-  w 


G  -h  1        G  -h  1 

Ann.de  Matkémat.,  3esérie,  t.  I. (Avril  1882.)  »2 
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Si  nous  considérons  d'abord  le  triangle  rectangle  con- 
struit sur  OA  comme  hypoténuse,  l'hyperbole  équilatère 

C//2 

dont  la  longueur  de  l'axe  est  -^ K2  a  évidemment 

D  li  +  i 

C*      2 

pour    équation    x~ — y-  =  ~ K2.   L'élimination 

de  G  entre  cette  équation  et  l'équation  de  l'ellipse  don- 
nera le  lieu. 

K2  —  r2  ... 

On  obtient  facilement  G  =  7^—  et  la  substitution 

donne 

K2(x2  —  j2  +  K2)  =  «2(K2  —  y2). 

La  nature  du  lieu  dépend  du  signe  de  R2(K2  —  n2). 

Ce  produit  est  toujours  négatif,  car,  si  l'on  supposait 
•K  ^>  7Z,  le  triangle  rectangle  OAs  serait  impossible. 

Le  lieu  est  donc  toujours  une  ellipse. 

Considérons  maintenant  le  triangle  rectangle  construit 
sur  le  petit  axe  de  l'ellipse  comme  hypoténuse. 

L'hyperbole  équilatère  devient 

ri* 
^_^=:     * K2. 

En  éliminant  toujours  C,  on  a  C  -f-  1  et  par  suite  C 
tiré  de  cette  équation;  en  substituant  dans  l'équation 
de  l'ellipse,  il  \  ient 

(^  -  v2    h  K2  )  |  •>  (  ,r  -y-  )  +  K-  -  ,r-]  h-  ,r-  y5  =  o, 

(jiii  est  L'équation  du  lieu. 

Posons,  pour  le  construire,  x2  —  i  -  -f-  K-  =  /  : 

f(K*-+-/i«  —  2*)          ,       h  K-  .:-■»//- —  on  —  K-nm- 
v-  = : >     ar= 


a- 


Le  dénominateur  étant  une  constante,  il  n  v  a  qu'à 
chercher  entre  quelles  limites  doit  varier  1  pour  que  les 
numérateurs  soient  en  même  temps  positifs. 
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Le  coefficient  du  terme  en  t2  étant  négatif  dans  les 

deux  numérateurs,  t  doit  être  compris  entre  les  racines, 

t      t             i             K2     K-  +  n-      _        ,   . 
qui  sont  par  ordre  de  grandeur  o,  —  > >  w-  -,  £  doit 

K2       K2  +  n* 

donc  être  compris  entre  —  et 


2  2 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes, 
il  suffit  de  la  construire  dans  le  premier  quadrant.  Pour 
avoir  le  sens  des  variations  éprouvées  par  x  et  j^,  il  suffit 
de  considérer  la  dérivée  du  numérateur  àej  2  et  celle  du 
numérateur  de  x'2  ;  alors  la  discussion,  qui  n'offre  plus 
de  difîiculté,  peut  être  résumée  dans  le  tableau  ci-des- 
sous. 


t. 

2 

croît 
K-  h-  n* 

~4 

croît 

K2 -h  2  n- 

"1 

croît 

K2  -+■  n* 


X. 

o 
croît 


y 


\f 


max. 


croît 

2  n°-  —  Ks 

2  71^2 

décroît 


V- 


n-  —  K2 


y- 
Ky/2 

2 

croît 


max. 


'2/i  y/â 


décroît 
décroît 

décroît 

o 


On  peut  remarquer  que  t  ne  pouvant  être  infini,  et 
par  suite,  ni  x  ni  j  ,  il  n'y  a  pas  de  branches   infinies. 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes, 
les  tangentes  aux  points  pour  lesquels  on  a  x  =  o  ou 
y  =  o  sont  perpendiculaires  soit  à  Oj  soit  à  Ox  ;  comme 
les  maximums  correspondent  aussi  a  des  tangentes  pa- 
rallèles aux  axes,  on  voit  que  l'on  a  en  tout  douze  tan- 


gentes. 
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En  tenant  compte  des  grandeurs  relatives  des  valeurs 


de  x  et  de  y  qui  correspondent  aux  points  du  lieu,  on  a 
une  courbe  dont  la  forme  est  celle  indiquée  ci -dessus. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1880; 

Par  M.  J.  BOUDÈNES,  au  lycée  d'Avignon. 


On  donne  un   ellipsoïde,   et  i on  considère   un  cône 
ayant  pour  base  la  section  principale  de  l'ellipsoïde 

perpendiculaire  à  l'axe  mineur  :  ce  cône  coupe  l  el- 
lipsoïde suivant  une  seconde  courbe  située  dans  un 
plan  Q. 

i°   J.e  sommet  du   cône  se  déplaçant    dans    un  plan 
donne  1\  trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  du  plan  Q 

par  rapport  à  l  ellipsoïde. 

2°    (  'e  lieu  est  une  surface  du  seco/id  degré  ï  :  on  de- 
mande de  déterminer  les  positions  du  plan  V  pour  les- 

quelles  Itrcônc  asymptote  de  cette  surfact   ~  a   trois 


(  '8.  ) 
génératrices  parallèles  aux  axes  de  symétrie   de  V el- 
lipsoïde. 

3°  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  la  surface  S 
satisfasse  aux  conditions  précédentes,  trouver  le  lieu 
des  foyers  des  sections  faites  dans  ces  surfaces  Hpar  un 
plan  fixe  R  perpendiculaire  à  V axe  mineur  de  V el- 
lipsoïde. 

4°  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  courbe,  lieu 
de  ces  foyers,  quand  le  plan  R  se  déplace  parallèle- 
ment à  lui-même . 

i°  Le  plan  polaire  d'un  point  (a,  (3,  y),  par  rapport  à 
l'ellipsoïde 


x2        y2        z2 


a> 
a  pour  équation 


3  —  1=0, 


ax         By         yz 

h  —  4-  —  —  I  =  o. 

a2         b2         c2 


Toute  surface  du  second  degré  passant  par  l'intersec- 
tion de  ce  plan,  du  plan  des  xy  et  de  l'ellipsoïde,  est  com- 
prise dans  l'équation 


x2        y2        z2 


fax        By        yz  \ 

+2U(t>  +  %  +  *-1)=°> 

et  cette  équation  représentera  un  cône,  si  l'on  a 

J  X 


w         z        .    fax 


f't  -~ —  I  —  \z  ■=  o. 


x         kaz 

—  H r  =  o, 

a1         az 

y       Xps 

bî    +       £2      —   °> 

$y        yz          \ 
b*  +  c*        l  J 

i        Xy-5 

(     '«2     ) 

Les  coordonnées  (x^y r,  z)  du  sommet  du  cône  satisfont 
de  plus  à  l'équation  du  plan  P 

Ix  -+-  my  H-  /i-3  —s  /;>, 

qui,  jointe  aux  quatre  équations  précédentes,  nous  donne, 
par  élimination  de  X,  x,  y,  z,  le  lieu  du  pôle  (a,  ($,  y)  du 
plan  Q. 

On  trouve  ainsi  l'équation 

qui  représente  une  surface  S  du  second  degré  circonscrite 
à  l'ellipsoïde  le  long  de  sa  courbe  d'intersection  avec  le 
plan  P. 

a0  Le  cône  asymptote  de  cette  surface,  étant  parallèle 
au  cône 

(la-+-m$  +  n^y-        (y?    _    p2         y2   _ 

o. 


/i2C2  \rt-  lr  C 


aura  trois  génératrices  parallèles  aux  axes  de  l'ellipsoïde, 
lorsque  ce  dernier  contiendra  les  trois  axes  de  symétrie, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 


rt  A  c 

en  sorte  que  les  plans  P,  dans  ces  cas  particuliers,  au- 
ront pour  ('([nations 

db-±4±:-  —  *  =  o 

(f         h         C 

Donclasurface  -  aura  trois  génératrices  parallèles  aux 

axes  de    L' ellipsoïde,   quand    le    plan   P   sera    parallèle    à 
l'une   des    liuil     laces,    parallèles  deux    à    deu\.   de   LOC- 

taèdre  régulier  qui  a  puni-  sommets  les  six  sommets  île 
l'ellipsoïde 


(  '83  ) 
3°  Considérons  l'un  des  huit  plans 


./■  y 
-  H-  / 
a        b 


k  —  o. 


La  surface  S  correspondant  à  ce  plan  devient 


x       y       z 
abc 


1  a*  +  &2  +  c2      ! 


Un  plan 


perpendiculaire  à  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde  coupe  cette 
surface  suivant  une  conique  dont  le  foyer  aura  pour 
projection,  sur  le  plan  xy,  le  foyer  de  la  conique  pro- 
jection. 

On  sait  que  le  foyer  de  la  courbe  projection  est  défini 
par  les  équations 


ab       b 


V 


ab       a 


k  — 


m 


et 


pz  xv 

v—  —  i £  H-  [k 

c2  ab 


x       y\ 
a       b 


La  première  se  décompose  en 

x  -\-y  —  I  k  —  °  j  (a  -+-  6)  =  o, 


x  —  y 


k-r-)(a-b)  = 


L'élimination   de  k  entre  l'une  de  ces  deux  dernières 
équations  et  la  précédente  donne  les  cylindres 


(A) 

(1!) 


X* 

a 

f! 

a 


r 

b 


(a-Hft)(i-L 


£  =  <«_*)(,_£, 


et  les  courbes  d'intersection  avec  le  plan  R,  perpendicu- 
laire à  leurs  génératrices,  constituent  le  lieu  cherché. 
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Ces  équations  sont  indépendantes  du  signe  de  c\  Par 
suite,  chaque  cylindre,  en  prenant  pour  P  les  quatre 
plans  donnés  par  les  diverses  combinaisons  de  signes 
sur  a  et  &,  nous  fournit  quatre  coniques. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  huit  coniques. 

4°  Les  surfaces  engendrées  par  ces  coniques,  quand 
le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  seront 
représentées  par  les  équations  obtenues  par  l'élimina- 
tion   de  p    entre  les  équations    (A)    ou   (B)  et  l'équa- 


tion  z 

=  p. 

Ces 

équations  résultantes  sont 

j?2 

i 

y 

4- 

_2 

a(a  -+- 

b)   ' 

b'a-hb) 

c- 

x- 

y 

i 

J 

I, 


a  (a  —  b)         b(a  —  b)        c- 

La  première  représente  un  ellipsoïde  et  la  seconde  un 
hyperboloïde  à  une  nappe. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par   M.   Moret-Blanc  et 
par  M.  E.  Henry,  professeur  au  lycée  d'Angers. 


COXCOMS  GÉNÉRAL  DK  1879. 


PHILOSOPHIE 

Pa«  M.    \.  LEINEKUGEL. 

Première  question.  —  On  donne  un  quadrilat 
AIHil)  :  inscrire  dans  ce  quadrilatère  un  trapèze  iso- 
scèle  MLNPQ,  dont  le  sommet  West  donné  et  dont  les 
deux  côtés  parallèles  \I\,  PO  sont  parallèles  à  In  dia- 
gonale \C  du  quadrilatère.  Pour  quelles  positions  du 
point  M  ce  trapèze  se  réduit-il  à  un  triangle? 


(  i85  ) 

Par  M  menons  la  parallèle  à  AC  qui  rencontre  BC 
en  N.  Sur  le  milieu  de  Ml\  élevons  une  perpendiculaire 
qui  coupe  CD  en  S;  prenons  le  symétrique  C  de  C  par 
rapport  à  cette  perpendiculaire  \  C'S  coupe  AD  en  Q  ;  par 
ce  point  Q,  menons  QP  parallèle  à  AG.  Le  quadrilatère 
MiNPQ  est  le  trapèze  cherché. 

Si  l'un  des  quatre  sommets  coïncide  avec  B  ou  D,  on 
aura  évidemment  un  triangle  et  dans  ce  cas  seulement. 
On  mènera  par  les  points  B  et  D  des  perpendiculaires 
à  la  diagonale  AC  et  l'on  continuera  la  construction 
comme  tout  à  l'heure.  On  obtiendra  ainsi  quatre  posi- 
tions pour  le  point  M,  distinctes  en  général. 


TROISIEME, 
Par    M.    H.    LEZ. 

Première  question. —  On  donne  une  circonférence  O 
et  une  droite  US  tangente  à  cette  circonférence  au 
point  A  5  on  prend  un  diamètre  quelconque  BC,  et  des 
extrémités  B,  C  de  ce  diamètre  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires BB',  CC  sur  la  tangente  RS}  on  mène  les  cordes 
AB,AC. 

Démontrer  que  le  rapport  de  l  aire  du  triangle  ABC 
à  l'aire  du  trapèze  BB'C/C  est  le  même  quelle  que  soit 
la  direction  du  diamètre  BC. 


Le  triangle  ABC  se  compose  des  triangles  BOA,  COA, 


(   186  ) 


dont  les  surfaces  sont 
AO 


AB',     —  AC. 

2  2 


La  surface  totale  est  donc  égale  à 


AO 


(AB'  +  AC), 


c'est-à-dire  à  la  moitié  du  trapèze  BB'C'C 

c.  o.  f.  n. 

Deuxième  question.  —  Soit  I  le  point  de  concours  des 
hauteurs  d'un  triangle  ABC  5  on  construit  un  second 
triangle  A'B'C/  dont  les  sommets  A',  B'  et.  C  so/z£  respec- 
tivement symétriques  du  point  I  par  rapport  aux 
droites  BC,  AC,  AB  : 

i°  Démontrer  que  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
sont  inscrits  dans  un  même  cercle  ; 

20  Evaluer  les  angles  du  triangle  A'B'C'e/z  suppo- 
sant connus  les  angles  du  triangle  ABC  \ 

3°  Désignant  par  M  et  par  N  les  points  où  la  droite 
AB  rencontre  les  droites  B'C  e£  C'A',  par  P  et  par  Q  Ze.v 
points  oh  la  droite  BC  rencontre  les  doites  C'A*  et  A'B', 


enfin  par  \\  et  par  S  fes  points  où  la  droite  CA  /■<•//- 
contre  les  droites  Y  IV  e/  B'C',  démontrer  que  les  trois 
droites  NK^).  \lî,  PS  passent  par  un  menu-  point 


(  «»;  ) 

Dans  chaque  question,  on  examinera  séparément  les 
cas  où  les  trois  angles  du  triangle  ABC  sont  aigus  et 
le  cas  oit  l'un  d'entre  eux,  A. par  exemple,  est  obtus. 

Dans  les  deux  cas,  les  côtés  du  triangle  A'B'C  sont 
parallèles  aux  côtés  du  triangle  HKL  formé  par  les  pieds 
des  hauteurs  du  triangle  ABC,  d'où 


C'A'B'  =  H,     A'B'C'-K,     B'CÀ?  =  L 

Considérons  d'abord  un  triangle  acutangle.  Les  qua- 
drilatères AKIL,  BHIL,  CKIH  étant  inscriptibles,  nous 
avons 

îÎik  =tck  =1bl  =  ÏHL, 

1KH  =  1CII  =  1AL  m  ÏKL, 
ILH  =  1BH  =  IAK=:ILK. 

Par  suite,  les  hauteurs  du  triangle  ABC  sont  les  bis- 
sectrices intérieures  du  triangle  A'B'C'  et  les  angles 
A',  B',  Ç!  valent  deux  fois  le  complément  des  angles 
A,  B,  C. 

L'angle  ACB,  par  exemple,  étant  le  complément  de 
KAI  =  KAB/=HBA/=HBI,  les  angles  AB'B,  AA'B, 
ACB  sont  égaux-,  donc,  les  sommets  B',  C,  A' sont  sur 
un  même  segment. 

Si  nous  joignons  le  point  de  concours  I  aux  points 
de  rencontrei\I,Q,R,N,  S,  P,  les  quadrilatères  IPA'Q, 
IMC'N  étant  des  losanges,  MI  et  IQ  sont  parallèles  à 
C'A'  :  donc  MQ  est  une  ligne  droite. 

Par  la  même  raison,  RN  et  SP  sont  aussi  des  lignes 
droites  passant  par  le  point  I  et  parallèles  à  KL,  KH. 

Lorsque  le  triangle  est  obtusangle,  en  A  par  exemple, 
les  angles  du  triangle  HKL  n'ont  pas  la  même  valeur 
que  dans  le  premier  cas.  En  effet,  les  quadrilatères  ALIK, 


(  '88  ) 
ALCH,  AHBK  étant  inscriptibles,  nous  avons 

HLA  =  ACH  —  AIIC  =  ALK, 
AKH  =  ABH  =  AIL  =  AKL. 

Les  angles  L,  K  sont  donc  doubles  des  angles  C  et  B 
et  par  suite  l'angle  H  est  le  double  de  900 —  (G  -h  B). 


,«: 


Quant  aux  triangles  ABC  et  A'B'C,  ils  restent  encore 
inscriptibles  dans  le  même  cercle,  car  les  triangles 
égaux  C'AB  et  IAB,  A'H  B  et  I11B,  B'ÀKet  1AK  donnent 

AC'B  — AIB=ACB, 
HA^z=1lIB  =  ACB. 

Arriva  ajk=àcb: 

Enfui,  après  avoir  joint,  comme  dans  le  premier  cas, 
le  point  I  aux  pointa  de  rencontre  des  côtes  du  triangle 
'VIVC  avec  ceux  du  triangle  ABC,  nous  trouvons  •  ncore 


(  '8y  ) 

que,  à  cause  des  losanges  IPA'Q,  IMC'N,  les  droites  IQ, 
1JVI  sont  parallèles  à  HL;  les  trois  points  I,  M,  Q  sont 
donc  en  ligne  droite  :  donc,  etc. 


CONCOURS  GENERAL  M   1881. 


Mathématiques  spéciales . 

Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  six 
normales  qu'on  peut  mener  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux  à  un  ellipsoïde  donné  à  trois  axes  inégaux  se  sépare 
en  deux  groupes  de  trois  points  dont  les  plans  respectifs 
soient  parallèles  entre  eux. 

Montrer  que,  si  l'on  se  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solu- 
tion de  ce  problème  :  mener  du  point  P  les  normales  à 
l'ellipsoïde,  dépend  de  la  résolution  de  deux  équations  du 
troisième  degré.  Discuter  ces  équations. 

Mathématiques  élémentaires. 

I.  Etant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle 
de  rayon  R,  on  mène  les  bissectrices  intérieures  des  angles 
A,  B,  C;  soient  A,,  Bl7  C<  les  points  où  elles  rencontrent 
le  cercle. 

i°  Désignant  par  S,  S4  les  aires  des  triangles  ABC, 
A,B1C<  et  par  cl  le  diamètre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC,  on  propose  de  démontrer  que  l'on  a 

S,        R 

S  =~  d 

II.  On  considère  une  suite  indéfinie  de  triangles 
ABC,  A1B1C1,.  . .,  AWBWC„,  .  .  .,  tous  inscrits  dans  le 
même  cercle,  et  dont  chacun  se  déduit  du  précédent, 
comme,  dans  l'énoncé  ci-dessus,   le  triangle  A,B,C,  se 
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déduit  du  triangle  ABC}  démontrer  que,  lorsque  le 
nombre  entier  m  augmente  indéfiniment,  le  triangle 
Aa/«  1^7»C2m  tend  vers  une  position  limite  a^Y;  dans 
les  mômes  conditions,  le  triangle  A2w+i  B2m+<  C2OT-f  < 
tend  aussi  vers  une  position  limite  a'p'v'j  «les  deux 
triangles  limites  a^Y,  a'  J^'y7 sont  équilatéraux  et  symétri- 
quement placés  par  rapport  au  centre  du  cercle. 

III.  Démontrer  que,  si  l'on  prend  pour  unité  le 
rayon  R  du  cercle,  le  produit  des  nombres  qui  mesurent 
les  diamètres  des  cercles  inscrits  aux  triangles  ABC, 
A1B1C1,  .  .  .,  A/iB/iC,!,  tend  vers  une  limite  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

Philosophie. 

Etant  donné  un  carré  ABCD  inscrit  dans  un  cercle  et 
un  point  I  dans  le  plan  de  ce  cercle,  on  mène  les  droites 
qui  joignent  ce  point  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D  du 
carré-,  soient  A',  IV,  C,  D'  les  points  où  ces  droites  ren- 
contrent le  cercle  une  seconde  fois-,  démontrer  que  l'on 
a,  entre  les  cotés  du  quadrilatère  A'B'C'D',  la  relation 

A'B'  x  CD'  =  B'C  x  A'D'. 

Réciproquement,  étant  donnés  quatre  points  A',  B',  C, 
D'  sur  un  cercle,  tels  que  l'on  ait  cette  même  relation 

A'B'  x  CD'  =  B'C  x  A'D', 

on  propose  de  trouver,  dans  le  plan  du  cercle,  un  point 
I  tel  que,  si  Ton  mène  les  droites  qui  le  joignent  aux 
points  A',  IV,  C,  I)',  les  points  A,  B,  G,  I).  où  ces  droites 
rencontrent  une  set-onde  fois  le  cercle,  soient  les  sommets 
d'un  carré. 

Rhétorique. 

I.  Un  tronc  de  cône  esl  tel  que  sa  hauteur  e>t  moyenne 
proportionnelle  entre  les  diamètres  de  ses  deux 
(  )n  propose  : 
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i°  De  démontrer  qu'on  peut  inscrire  une  sphère  dans 
ce  tronc  de  cône; 

2°  La  hauteur  H  étant  donnée,  de  déterminer  les  rayons 
des  deux  bases,  de  manière  que  la  surface  totale  du  tronc 
de  cône  soit  équivalente  à  un  cercle  de  rayon  a.  Discus- 
sion. 

IL  Mesure  de  temps.  Jour  solaire  vrai.  Jour  solaire 
moyen. 

Seconde. 

I.  Soit  un  carré  ABCD;  par  deux  sommets  opposés  A 
et  C  de  ce  carré,  on  mène,  d'un  même  coté  par  rapport 
au  plan  du  carré,  les  droites  AK,  CL  perpendiculaires  à 
ce  plan.  On  prend  sur  AK  un  point  A',  dont  la  distance 
au  centre  du  carré  est  égale  au  côté  du  carré,  et,  sur  CL, 
un  point  C,  dont  la  distance  au  point  A'  est  égale  au 
double  du  côté  du  carré. 

i°  Démontrer  que  la  droite  A'C'est  perpendiculaire  au 
planBDA'; 

2°  Former,  en  appelant  a  le  côté  du  carré,  l'expression 
du  volume  de  chacun  des  tétraèdres  A' A  BD,  C'C  B  D, 
C'A'BD. 

IL  Soit,  sur  une  droite  indéfinie,  deux  points  fixes, 
A  et  B,  dont  la  distance  est  iom.  Deux  mobiles  par- 
courent cette  droite  dans  le  sens  AB  et  arrivent  en  même 
temps  l'un  en  A,  avec  une  vitesse  de  3m  par  seconde, 
l'autre  en  B  avec  une  vitesse  de  v  mètres  par  seconde. 
Le  mouvement  du  premier  mobile  est  uniformément 
accéléré  :  sa  vitesse  s'accroît  de  im  par  seconde;  le 
mouvement  de  second  mobile  est  uniforme.  On  de- 
mande : 

i°  Dans  combien  de  secondes,  après  le  passage  simul- 
tané du  premier  mobile  en  A  et  du  second  en  B,  le 
premier  mobile  aura-t-il  rejoint  le  second? 
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2°  Quelle  condition  doit  remplir  la  vitesse  v  du 
second  mobile  pour  que  la  rencontre  ait  lieu  à  une 
distance  du  point  B  inférieure  à  iom? 

3°  A  quelle  distance  du  point  B  a  lieu  cette  rencontre 
quand  v  =  4™  ? 


QUESTION. 


1396.  Intégrer  l'équation 

-  d2  y 

dy 

—  (i  —  ix)  -j — h]'(i  —  Sx  -+-  .r2)  =  —  .r2(i  —  .r)2. 

(E.  Fàuquembebgue. ) 

1397.  On  donne  une  conique  inscrite  dans  un  triangle 
ABC;  parles  sommets  du  triangle  on  mène  des  droites  AA', 
BB',  CG'  se  coupant  en  un  point  0,et  parleurs  points  de 
rencontre  A',  B',  C  avec  les  cotés  opposés  des  tangentes 
à  la  conique  qui  coupent  les  droites  B'C,  C'A',  A' IV  en 
des  points  a,  6,  c.  Démontrer  que  ces  trois  points  sont 
en  ligne  droite.  (E.  Fauquembkrgle.) 

1398.  Un  cercle  roule  sur  une  ellipse.  Trouver  :  i*  Je 
lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ce  cercle  paral- 
lèles aux  axes  de  l'ellipse  \  i°  le  lieu  des  pointsfde  rencontre 
de  ces  tangentes;  3°  la  quadrature  des  courbes  obtenues. 

(E.   l\l  Ql  EMBERGUE.  ) 

1399.  En  chaque  point  d'une  conique,  on  mène  un 
diamètre  et  la  normale.  Trouver  le  lieu  de  I  intersection 
de  ce  diamètre  et  de  la  tangente  à  l'autre  extrémité  de 
la  corde  normale.  (E.  I  w  qi  rmbbrgi  : 
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APPLICATION  DES  PROPRIÉTÉS  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES 
A  LA  DISCUSSION  DE  L'EQUATION  EN  S; 

Par  M.  Gh.  BRISSE. 


X,  tj.,  v  désignant  les  trois  angles  formés  par  les  axes 
des  .r,  des  y  et  des  s,  on  sait  que  la  fonction 

a  =  £-  -+-  y-  -h  z-  -+-  lyz  COS  X  -+-  2  Z X  COS  (A  -t-  2  .ay  cos  V 

est  une  somme  de  trois  carrés  positifs  distincts,  qui  ne 
s'annule  que  pour  x  =  o,  j^  =  o,  z  =  o,  quand  on  sup- 
pose a:,  y  et  z  réels. 

Considérons  la  fonction  à  coefficients  réels 

cp  =  Aa?2  -+-  A' y-  -h  A"  s2  h-  2  B/s  -h  2  B'.s.r  -+-  2  B'.rj, 

et  cherchons  pour  quelles  valeurs  du  paramètre  S  l'ex- 
pression 


se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires. 
On  sait  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  S  soit  l'une 
des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 


A(S)  = 

dite  équation  en  S 


A- S         B"  —  Scosv 
B"_  Scosv  A'  — S 

B'  —  S  cos  u.     B  —  S  cos  X 


B'  —  S  cos  p. 
B  —  S  cosX 

A."  —  S 


ÉTUDE    DE    l/ÉQUATION    EN    S. 

i°  L'équation  en  S  a  ses  racines  réelles.  —  Car,  si  elle 
avaitune  racine  imaginaire  u  -f-  vi,  l'expression  cp  —  Sa-, 
égale  à  cp — m<t —  jVt,   serait  à  coefficients   imaginaires, 

An.t.  de  Mathcmat..  3esérie,  t.   I.  (Mai  1882.)  l3 
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non  identiquement  nulle,  et  l'un,  au  moins,  des  deux 
facteurs  auxquels  elle  est  réductible,  serait  de  la  forme 
P-hQi,  Q  n'étant  pas  identiquement  nul.  On  aurait 
donc  l'identité 

cp  —  u  a  —  iv  a  =  (  P  -H  Q  i)  R. 

Mais,  en  substituant  dans  le  second  membre,  pour  x,  y, 
jz,  un  des  systèmes  de  solutions  des  équations  P=o, 
Q  =  o  autre  que  x  =  o,  y  =  o,  z  =  o,  on  l'annulerait  ; 
on  annulerait  donc  aussi  le  premier  et  par  suite  yo*,  ce 
qui  est  absurde. 

2°  Deux  racines  distinctes  de  V équation  en  S  <7o/z- 
/z<?/z£,  pour  cp  —  Sa-,  deux  décompositions  de  nature  dis- 
tincte.—  S  étant  une  racine  réelle  de  l'équation  en  S,  la 
fonction  o  — Sa-  à  coefficients  réels  peut  être  ramenée  à 
une  somme  algébrique  de  moins  de  trois  carrés,  c'est-à- 
dire  à  l'une  des  formes  P2-J-Q2,  P2  —  Q2,  —  Pa  —  Q2, 
P2, — Q2,  o,  que  nous  appellerons  des  décompositions 
de  nature  distincte.  Alors,  S  et  S'  étant  deux  racines 
distinctes  de  l'équation  en  S,  je  dis  qu'on  ne  peut  avoir, 
par  exemple, 

cp  —  S  a  =  P-  +  O-.      ?      -  S'  7  =  V  -  +  Q'»  ; 

car,  en  retranchant  membre  à  membre,  il  en  résulte- 
rait l'identité 

(S'-     S)<x=P2H   <v>:       P*— Q'». 

Or,  en  supposant  S' — S  positif,  et  en  substituant  dans 
le  second  membre;  un  des  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions P  =  < »,  Q  =  o  autre  que  x  =  o.  v  =  o,  z  =  o,  on 
l'annulerait  ou  on  le  rendrait  négatif,  ce  qui  est  ab- 
surde. 

Il  est  évidemment  inutile  de  répéter  la  démonstration 

pour  les  formes  suivantes,  mais  il  est  important  de  reniai- 
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uuer  <j ne ,  pour  deux  racines  distinctes  de  l'équation  en 
S,  la  forme  P2  ne  peut  coexister  avec  la  forme  P2-f-Q'J 
ou  avec  la  forme  P2  —  Q2,  que  la  forme  —  Q2  ne  peut 
coexister  avec  la  forme  P2 — ()2  ou  avec  la  forme  — P2 — Q2, 
enfin  que  la  forme  o  ne  peut  coexister  avec  aucune  des 
précédentes.  Pour  me  borner  à  un  seul  cas,  je  dis,  par 
exemple,  qu'on  ne  peut  avoir 

cp  —  S  a  —  P2  —  Q-,      t?  —  S'  a  =  o, 

car  il  en  résulterait 

(S'-S)a  =  P»-Q«l 

et  la  démonstration  s'achèverait  comme  plus  haut. 

Cas  ou  l  équation  en  S  a  trois  racines  simples. 

il  résulte  de  là  que,  si  les  racines  de  l'équation  en  S 
sont  toutes  distinctes,  les  seules  formes  de  décomposition 
possibles  sont  les  trois  premières  P2-f-  Q2,  P2 — Q2, 
—  P2 — Q2,  et  que  chacune  des  racines  S,  S',  S"  en  donne 
une,  de  sorte  que  l'on  a 

tp  — Sa  —  P24-Q2, 

<f-S'a=P'2-  Q'2, 

On  en  déduit  les  identités 

(S'  —  S ) a  =  P-  +  Q-  H-  Q'-  —  P's. 

(S"  —  S')»  =  P"-  H-  Q"-  -+-  P'2  —  Q'-. 

et,  en  employant  toujours  le  même  mode  de  raisonne- 
ment, c'est-à-dire  en  posant  P'=  o  dans  la  première  et 
Q'  =  o  dans  la  seconde,  on  en  concl  ut 

S.<S'<S'. 

Ainsi  la  plus  petite  racine  donne  deux  carrés  positifs, 
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la  /tins  grande  deux  carrés  négatifs,  et  la  racine 
moyenne  seule  décompose  cp  —  Sa-  en  un  produit  de  deux 
facteurs  réels  distincts. 

La  fonction  œ — Sa- n'étant  pas,  dans  ce  cas,  réductible 
à  moins  de  deux  carrés,  aucune  des  racines  de  l'équa- 
tion en  S  n  annule  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de 

A(S). 

Cas  où  V équation  en  S  a  une  racine  double. 

Les  racines  d'une  équation  étant  des  fonctions  conti- 
nues de  ses  coefficients,  pour  que  l'équation  en  S  puisse 
avoir  une  racine  double,  il  faut,  ses  racines  étant  préala- 
blement distinctes,  ou  que  S'  devienne  égal  à  S,  ou  que 
S'  devienne  égal  à  S",  c'est-à-dire  que  la  racine  moyenne 
devienne  égale  à  l'une  ou  à  l'autre  des  racines  extrêmes. 
Dans  le  premier  cas,  les  décompositions  primitivement 
distinctes  pour  Set  pour  S'  devront  coïncider,  c'est-à-dire 
que  o  —  Sa-  =  P2  H-  Q2  et  <p  —  S'*=  F2  —  Q'2  se  rédui- 
ront à  œ  —  S'o-^zr  P'-;  dans  Je  second  cas,  ce  seront  les 
décompositions 

<p  _s'*=P'2  —  p'a     et     ?_gv(T_  _  p<r2_  ,>- 

qui  se  réduiront  à  cp  —  S'a  = —  Q'2. 

Ainsi,  quand  l'équation  aune  racine  double,  cette 
racine  S'  réduit  la  jonction  (p —  S':  à  un  seul  carré: 
elle  annule  donc  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de 
A. S). 

Réciproquement,  une  racine  S'  qui  annule  tous  les 
mineurs  du  second  ordre  de  A  (S)  est  au  moins  double, 
car  elle  réduit  tp —  Se-  à  un  seul  carré;  ce  que  nous  avons 
\  u  ne  pouvoir  arriver  quand  l'équation  en  S  a  ses  racines 
distinctes 
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Cas  où  l'équation  en  S  a  une  racine  triple. 

L'équation  enS  ayant  une  racine  double  S',  cl  la  seconde 
racine  S  ou  S;/  étant  distincte  de  S',  on  a 

f  -S'<x=P'a      avec     cp  —  S" a  =  —  P'2  —  Q"2, 

ou  bien 

<p  _S<x=P2-f-Q2      avec      cp  —  S'ff  =  —  'Q*. 

Si  les  trois  racines  deviennent  égales,  ces  décomposi- 
tions primitivement  distinctes  devront  coïncider  et,  par 
suite,  se  réduire  identiquement  à  zéro. 

Ainsi;  quand  l'équation  a  une  racine  triple ,  cette 
racine  réduit  la  fonction  cp  —  Sa-  à  zéro;  elle  annule 
donc  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  (S). 

Réciproquement,  une  racine  qui  annule  tous  les  mi- 
neurs du  premier  ordre  de  A(  S  )  est  triple,  car  elle  réduit 
cp —  Se  à  zéro;  ce  que  nous  avons  vu  ne  pouvoir  arriver 
quand  l'équation  en  S  a  deux  racines  distinctes. 

Cas  oh  V équation  en  S  a  une  ou  plusieurs  racines  nulles. 

Si  l'équation  en  S  a  une  racine  nulle  et  seulement  une, 
S,  S'  ou  S",  cp  est  de  l'une  des  formes  P2  4-  Q2,  F2  —  Q'2, 
—  Pv-  —  Q"2.  Réciproquement,  si  cp  est  de  l'une  de  ces 
trois  formes,  l'équation  en  S  a  une  racine  nulle  et  seu- 
lement une. 

Si  l'équation  en  S  a  deux  racines  nulles,  la  troisième 
ne  Tétant  pas,  cp  est  de  l'une  des  formes  F2,  —  Q'2.  Ré- 
ciproquement, si  cp  est  de  l'une  de  ces  deux  formes, 
l'équation  en  S  a  deux  racines  nulles. 

Si  l'équation  en  S  avait  trois  racines  nulles,  cp  serait 
identiquement  nul,  et  réciproquement. 
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INFLUENCE  DE  LA  NATURE  DES   UA.CIJNES  DE  l'ÉQUATIOH   E>  S 

SUR  LA  FORME  DE  '5. 
i 

Cas  où  L'équation  en  S  a  ses  racines  simples.  —  i°Si 
S,  S'  et  S"  sont  positifs,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
z>  n'est  pas  réductible  à  une  somme  de  moins  de  trois  car- 
rés, et,  comme  on  a  l'identité 

tp~p2-hQ2H-Scr, 

où  le  second  membre  ne  renferme  que  des  carrés  positifs, 
le  même  raisonnement  déjà  employé  prouve  que  cp  ne 
peut  contenir  aucun  carré  négatif;  on  a  donc 

?  — X24-Y2-+-Z*. 

20  Si  S,  S'  et  S"  sont  négatifs,  ou  conclut  de  même,  en 
employant  l'identité 

o=—  i»"*  — <r*-r-s  T. 
que 

3°  Si  S  est  négatif,  S'  et   S"  positifs,   on   conclut    Je 

l'identité 

cp  —  pa  +  Qî-t-  S  7 

que  cp  renferme  au  plus  deux  carrés  positifs,  el  de  l'iden- 
tité 

?_p/*       Q'*-t-S'o 

qu'il  renferme  au  plus  un  carré  négatif;  on  a  donc 

X2H-Y*-hZ*. 

4°  Si  Sel  >w>    sont  négatifs,   S    positif,    on  conclut  de 
même,  en  employant  les  identités 

ç       I»        <  »     hs  -  r  -    Q 

que 

\       v     /: 
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5°  Si  l'une  des  racines  est  nulle,  on  a 

cp  —  Y2  +  Z2     ou     cp=—  X2  +  Zs     ou     0=  — X2— V2, 

suivant  que  c'est  la  plus  petite,   la  moyenne  ou  la  plus 
grande. 

Cas  où  l  équation  en  S  a  une  racine  double.  —  i°Si 
la  racine  double  et  la  racine  simple  sont  positives,  on  en 
conclut,  comme  précédemment, 

o=:X2  +  Y-  +  Z2. 

20  Si  la  racine  double  et  la  racine  simple  sont  néga- 
tives, 

cp=  —  X2  —  Y24-Z2. 

3°  Si  la  racine  simple  est  négative  et  la  racine  double 

positive, 

©  =  —  X2  +  Y2  +  /A 

4°  Si  la  racine  double  est  négative  et  la  racine  simple 

positive, 

cp  =  — X-— Y2  +  Z2. 

5°  Si  la  racine  simple  est  nulle, 

cp=Y2-f-Z2     ou     cp=— X2  — Y2, 

suivant  que  la  racine  double  est  positive  ou  négative. 
6°  Si  la  racine  double  est  nulle, 

cp  =  Z2      OU      cp  = — X2, 

suivant  que  la  racine  simple  est  positive  ou  négative. 

Cas  oit  l'équation  en  S  a  une  racine  triple.  —  Dans 
ce  cas  cp  =  Scr,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

<p  =  X2  +  Y2  +  Z-. 

Résumé.  —  En  désignant  par  e,  s',  z"  des  quantités 

égales  à  -f-  1 ,  —  1  ou  o,  suivant  que  S,  S',  S"  sont  posi- 
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tifs,  négatifs  ou  nuls,  on  peut  résumer  ce  qui  précède 

en  disant  que 

?  =  £X24-e'Y24-£"Z2, 

X,  Y,  Z  étant  trois  fonctions  linéaires  distinctes. 

APPLICATION   A   LA   CLASSIFICATION  DES  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE. 

Soit 

/  =  ?  +  2C^  +  2  C'y  +  2C".-  +  D  =  o 

l'équation  d'une   surface   du  second  ordre.    Elle    peut 
s'écrire 

f—  eX2  4-  s' Y2  +  s"Z2  ■+■  çGx  -t-  2  C'v  -h  2  C'z  +  D  =  o, 

ou,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs, 

+  2C^  +  2C'v  -f-  iC"  z  +  D-o. 

On  a  identiquement 

f=z(ax-\-  by  -\-cz  H-sX)2 

-h  s'  (a'#-h  b'y  -hc'z-ht'  X')2 

—  2(£2aX  +  e'2a,X'  +  £"2«"X"  —  C)x 

—  2(£26Xh-£/-//X'  +  £"^"X"  — C')j 

_2(£2cX-f-£,2c')/-}-£"2r"X"  —  C")z 

_|_  D  —  £X2  —  £'X'2  —  £"X"2  =  o. 

i°  lu é (finit ion  en  S  n'a  pas  de  racine  nulle.  —  Si  l'on 
détermine  A,  //,  )/'  par  les  équations 

al    i   a ■■>.'  -i  ^'X'      C, 
6X   H  //X'    -//X    -   C  . 
c\   ■   c  X    •  c  X        I 

ce  qui  esl  possible,  puisque,  les  fonctions  X.  ^ .  Z  élanl 
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distinctes,  le  déterminant  des  coefficients  n'est  pas  nul, 
l'équation  de  la  surface  devient 

,(x  +  sa)2  h-  £r(Y  -h  t'y  y  +  £r/(z  -+-  t"i"y- 

=  eX8  +  e'X'*H-effXffï  — D, 

et  fournit  les  six  types  suivants  : 

X2  +  Y2  +  Z2=i,  ellipsoïde  réel, 

X2  +  Y2  +  Z2  =  —  i ,  ellipsoïde  imaginaire, 

X2  +  Y2  +  Z2  =  o,  ellipsoïde-point, 

X2  -h  Y2  —  Z2  —  i ,  hyperboloïde  à  une  nappe, 

X2  -+-  Y2  —  Z2  =  —  i ,  hyperboloïde  à  deux:  nappes, 

X2-f-Y2  —  Z2  =  o,  cône. 

2°  L  équation  en  S  a  une  racinenulle.  —  Par  exemple, 
S",  d'où  z"  =  o.    Si  l'on  détermine  \  et  )/  par  deux  des 

équations 

al  -+-  a'V  =.C, 

bl-hb'V  =  C', 
cX-hc'X'  =  C", 

ce  qui  est  possible,  puisque,  les  fonctions  X  et  Y  étant 
distinctes,  l'un  des  trois  mineurs  bc' — cb\  ad — ca  , 
ab' — ba'  n'est  pas  nul,  par  les  deux  premières  par 
exemple,  l'équation  de  la  surface  devient 

£(X  +  sX)2-f-£'(Y-he'X')2 

=  2  (e2cX  +  e'VX'  —  C")z  +  eX2  4-  s'X'2  —  D, 

et  fournit  les  sept  types  suivants 

X2  H-  Y2  r=rZ,  paraboloïde  elliptique, 

X2  -h  Y2  —  i ,  cylindre  elliptique, 

X2  -h  Y2  =  —  i ,  cylindre  imaginaire, 

X2+Y2— _o,  plans  sécants  imaginaires, 

X2  —  Y2  =Z,  paraboloïde  hyperbolique, 

\-  —  y2  =  i,  cylindre  hyperbolique, 

X2  —  Y9-=o,  plans  sécants  réels. 
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3°  L'équation   en  S  a   deux  racines  nulles.   —  Par 

exemple  S'  et  S/;,  d'où  s' '=  i"  =  o.  Si  l'on  détermine  X  par 

l'une  des  équations 

a)  —  C  =o, 

6X  —  C  =  o, 

CX  —  C"=o? 

ce  qui  est  possible,  puisque,  la  fonction  X  n'étant  pas 
identiquement  nulle,  l'une  des  trois  quantités  a,  Z>,  e 
est  différente  de  zéro,  par  la  première  par  exemple, 
l'équation  de  la  surface  devient 

E(X-heX)2=2(6X  —  C')y-H2(cX—  C')*  +  *X»  —  D«, 

et  fournit  les  quatre  types  suivants  : 

\-  =  Y,        cylindre  parabolique, 

X2— i,         plans  parallèles  réel-, 

\-  = — i,   plans  parallèles  imaginaires, 

V-  =  o,         plans  confondus. 

DÉTERMINATION  DKS  SECTIONS  CIRCULAIRES. 

i"  L'équation  en  S  a  ses  racines  distinctes  et  aucune 
de  ces  racines  n'est  nulle,  —  On  a.  dans  ce  cas, 

cp  — p»  4-Q*  -4-S-. 

?==p/2_Q/»_hS    T. 

cp=— P'«  —  Q*«      S"  a, 
(I  on.  en  considérant)  par  exemple,  la  deuxième  forme, 

/'      V        Q'«      S  7      •><:  ;        »C  ^       aC  5H    D. 
L'équation  de  la  surface  / '==  o  peu!  donc  s'écrire 

C  C  I  h 


p    ii.r    (i 


(     2o3     ) 

Sous  celte  forme,  ou  voit  immédiatement  que  tout 
plan  parallèle  à  l'un  ou  à  l'autre  des  plans  P/-|-Q/=  o, 
P' —  Q'==  o  coupe  la  surface  suivant  un  cercle.  On  ver- 
rait de  même  que  tout  plan  parallèle  àj'un  ou  à  l'autre 
des  plans  P -j--iQ  =  o,  P—  i'Q  =  o,  F-f- l'Q"  =  O, 
V"  —  i{),,=  o  coupe  aussi  la  surface  suivant  un  cercle. 
On  a  donc  ainsi  six  séries  de  sections  circulaires  dont 
deux  réelles,  correspondant  à  la  racine  moyenne  de 
l'équation  en  S  et  quatre  imaginaires  correspondant  aux 
racines  extrêmes. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  classification,  on  voit  que  le  cas 
examiné  comprend  les  six  premiers  types. 

2°  L  équation  en  S  a  ses  racines  distinctes  et  l'une 
de  ces  racines  est  nulle.  —  Si  c'est  la  racine  moyenne, 
l'équation  de  la  surface  peut  s'écrire 

2C^  +  2C'j--f  2 <?/;;+- D=(P'  +  Q')  (P'—  Q')'. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  tout  plan  parallèle  à  l'un 
ou  à  l'autre  des  plans  P'-f-Q'izx  o,  P' — Q'=  °  coupe  la 
surface  suivant  une  seule  droite  que  l'on  peut  considé- 
rer comme  un  cercle  de  rayon  infini.  Les  racines  S  et  S/; 
fourniraient  quatre  séries  imaginaires  de  sections  circu- 
laires, comme  précédemment.  Si  l'on  se  reporte  à  la 
classification,  on  voit  que  le  cas  examiné  correspond  au 
paraboloïde  hyperbolique,  au  cylindre  hyperbolique  et 
aux  plans  sécants  réels. 

Si  la  racine  nulle  n'est  pas  la  racine  moyenne,  elle 
fournit  deux  séries  de  plans  imaginaires  dont  chacun 
coupe  la  surface  suivant  une  seule  droite  imaginaire.  La 
racine  moyenne  fournit  deux  séries  de  sections  circulaires 
réelles  et  la  troisième  racine  deux  séries  imaginaires.  Ce 
cas  est  celui  du  paraboloïde  elliptique,  du  cylindre  ellip- 
tique, du  cylindre  imaginaire  et  des  plans  sécants  imagi- 
naires. 
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Conditions  pour  au  une  surface  du  second  ordre 
soit  de  révolution. 
Soit 

A  '■==.  a x  -h  b  y  -k-cz  +c/=o 

un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface  de  révolu- 
tion et 

cr  H-  2  m  X  -h  2  /i  J'  -h  2/?  -3  H-  <7  =  O 

une  sphère  quelconque  passant  par  le  cercle  d'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  la  surface;  elle  recoupe  la  surface 
f=  o  suivant  un  second  cercle  dont  le  plan 

B  =  a  x  -+-  br  -+-  c  z  -\-  d'  =z  o 

est  parallèle  au  premier.  L'équation  générale  des  surfaces 
du  second  ordre  passant  parles  intersections  delà  sphère 
et  des  plans  A==  o,  B  =  o  est 

S ( a  -h  2mx  -h  2 ny  H-  2ps  -+-  q)  -+-  AB  =  o, 

en  désignant  par  S  un  paramètre  arbitraire.  Or,  parmi 
ces  surfaces  doit  se  trouvery  =  o-,  on  a  donc  identique- 
ment, pour  une  certaine  valeur  de  S, 

/'  =  S  (  i  -t-  2  m  x  -+-  2  ny  -\-  2pz  -±-  (j)  -\-  AB. 

Identifiant  seulement  les  termes  du  second  degré,  il  en 

résulte 

cp  —  Sa  —  (ax  -+-  b  y  -+-  c  z)*-, 

c'est-à-dire  que  la  fonction  œ — St  est  réductible  à  un 
seul  carré.  D'ailleurs,  s'il  en  est  ainsi,  on  en  conclut 

c'est-à-dire  que  La  surface  f=oesl  de  révolutiou  autour 
d'une  perpendiculaire  au  plan 

a  >■        h  \  et 
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menée  par  le  centre  de  la  sphère 

Sff+2Ca;  +  2  C'y  -+■  i  C"  ;  +  D  =  o. 

Mais  nous  avons  vu,  au  début  de  cet  article,  que  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cp  —  S?  se 
réduisit  à  un  seul  carré  étaient  que  l'équation  en  S  eût 
une  racine  au  moins  double.  Nous  avons  vu  également 
que  cette  racine  annulait  tous  les  mineurs  du  second 
ordre  de  A  (S),  et  réciproquement  que  toute  valeur  de  S 
annulant  les  mineurs  du  second  ordrede  A(S)  étaitracine 
double.  Donc  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
surface  du  second  ordre  soit  de  révolution  s'obtiennent 
en  exprimant  que  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  (S) 
ont  une  racine  commune. 

i°  La  racine  double  iiest  pas  nulle.  —  Deux  des 
quantités  désignées  dans  la  classification  par  s,  e',  z"  sont 
alors  de  même  signe  ;  les  six  premiers  types  de  la  clas- 
sification et  les  quatre  suivants  peuvent  donc  fournir  des 
surfaces  de  révolution.  Au  contraire,  le  paraboloïde  hy- 
perbolique, le  cylindre  hyperbolique  et  les  plans  sé- 
cants réels  n'en  fournissent  jamais. 

2°  La,  racine  double  est  nulle.  —  L'équation  de  la 
surface  peut  alors  s'écrire 

f—(ax-\-  by  -+-  c z )2 

+  (o.cr  +  2G^r-+-  otC'y  -+-  tCz  +  D)  =  o. 

On  peut  donc  la  regarder  comme  étant  de  révolution  au- 
tour d'une  perpendiculaire  au  plan 

ax  -+-  by  -+-  c  z  =  o 

menée  par  le  centre  de  la  sphère 

o.<r  -h  2  C  #  H-2  C'y  +  2C"-5  +  D  =  o 

qui  est  à  l'infini. 
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Ce   cas  comprend  le  cylindre  parabolique,  les   plans 
parallèles  réels,  imaginaires  et  confondus. 

IL  n'y  a  de  sections  circulaires  que  celles  fournies 

par  l'équation  en  S. 
Soit  en  effet 

A  =  a  x  -+-  by  -f-  c  z  -h  d  —  o 
un  plan  de  section  circulaire  et 

a  -f-  2  ni  x  -h  2  ny  -f-  2/>  r  -h  q  —  o 

une  sphère  quelconque  passant  par  ce  cercle;  elle  recoupe 
la   surface  J==  o   suivant   une    seconde    courbe  plane  ; 

soit 

B  =  a'  x  -h  b'  y  -(-  c'  z  4-  <7'  =  o 

l'équation  du  plan  de  cette  courbe.  L'équation  générale 
des  surfaces  du  second  ordre  passant  par  les  intersections 
de  la  sphère  et  des  plans  A  =  o,  B  =  o  est 

S  (  a  4-  2  m  x  4-  2  ny  -h  2pr  4-  </  )  4-  AB  35=  o, 

en  désignant  par  S  un  paramètre  arbitraire.  Or,  parmi 
ces  surfaces,  doit  se  trouver  f=  o  :  on  a  donc  identique- 
ment, pour  une  certaine  valeur  de  S. 

f  ■=.  S  (  <T  H-  2  7713?  +  2  /*  V  -I-  2  /?  -3  4-  </  )  -h  AB . 

Identifiant  seulement  les  termes  du  second  degré,  il  en 
résulte 

tp  —  So        1  tix  4-  by  4-  CS  H  a'.r  +  //   1     •    r: 

c  est-à-dire  quç  S  est  nue  des  racines  de  l'équation  en  S, 
et  que  A  =  0,  B  =  0  appartiennent  «à  l'une  des  séries 
trouvées  de  sections  circulaires. 
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RÉDUCTION  DE  L'ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE  EN  COORDONNÉES  OBLIQUES; 

Par  M.  Cii.  BRISSE. 


\ .  On  sait  que  les  formules  de  transformation  de  coor- 
données d'axes  obliques  à  axes  obliques  sont 

/  x-j-y  cosvH-3  cosfj.  — ..r'  cosa  -+-r'  eosa'-i-^'rosa", 

(i)  i  x  cosv-i-j  -\-z  cosX^^cosp  H-  r'cos  fi'-hs'cos  fi", 

(  œ cos  (x  -\-y  cos  X  -+- 5  —  x'  cos  y  -h y'  cos y'  -j_  5'  cos y", 

a,  (3,  y  désignant  les  angles  que  fait  le  nouvel  axe  des  x, 
a',  P',  y'  ceux  que  fait  le  nouvel  axe  des  y  et  a",  p",  y" 
ceux  que  fait  le  nouvel  axe  des  z  avec  les  anciens  axes 
des  x,  desjy-  et  des  £. 

Mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  la  forme  simple  que 
prennent  ces  formules  lorsque,  au  lieu  des  angles  a,  p,  v, 
on  introduit  les  coordonnées  a,  &,  c  d'un  point  pris  sur 
l'axe  des  x1 à  l'unité  de  distance  de  l'origine,  et  de  même 
pour  a',  p',  y',  a",  p",  y" . 

Le  théorème  des  projections  donne,  en  effet, 

/  cos  a  =  a  -f-  6  cos  v  +  c  cos  ;jl, 
<  cos  (3r=a  cosv  -4-  6  -+-  c  cos  À, 
(  cos  y  ~  «  cos  fj.  -i-  />  cos  À  4-  c, 

et  des  expressions  analogues  pour  cosa',  cos  fi',  cos  y', 
cosa",   cos 3",    cos  y".    Substituant  ces  valeurs   dans   les 
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seconds  membres  des  formules  (i),  elles  deviennent 

x  4-  y  cosv  4-  z  cos  ;j. 
±=  ax'  4-  a' y' -\-  a"  z' 

4-  (&.r'  4-  &'/  -+-  6"  s')  cos  v  4-  {ex'  4-  c'y'  4-  c"  3')  cos  fi, 
3?  cos  v  -}-  y  -+-  £  cos  /. 

=  (ax'  -ha' y'  4-  a" z")  cosv 

4-  6a?'  4-  Vy*  H-  &"-'  4-  (cr'  4-  c'y'  4-  c'V)  cosX, 
x  cos  |ji  4-  r  cos  X  4-  z 

=  («*r'  4-  a' y'  4-  affs')  cos  a 

+  (^'  4-  Vr'+  yi')  cos).  4-  c.r'  4-  C7/  4-  c'V. 

Mais  le  déterminant  des  coefficients  des  premiers 
membres  est,  comme  on  sait,  différentde  zéro  :  les  valeurs 
de  x,  y  et.  z  sont  donc  uniques,  et,  comme  on  aperçoit 
immédiatement  les  solutions 


I 


x 


ax'  4-  a'  y'  4-  a" z' , 


(3)  y=bx'-hh'/  +  b"z\ 

[  z  =  ex'  4-  c  y'  —  <■"  z\ 

le  système  (i)  est  résolu. 

2.  Pour  pouvoir  appliquer  les  formules  (3)  d'une  fa- 
çon simple,  il  est  nécessaire  de  connaître  l'angle  de  deux 
droites  en  coordonnées  obliques. 

On  sait  qu'en  désignant  par  a,  fi,  y  les  angles  que  fait 
l'une  des  droites  avec  les  axes,  et  par  a',  rl\  v*  les  angles 
que  fait  l'autre,  l'angle  V  des  deux  droites  est  donné  par 
l'équation 


COS  '' 


cos  <>. 


C(.-  7. 


COSV 

COS  [A 

CO-  7. 

l 

cos  À 

cosp 

cosX 

I 

COSf 

(•(.- 

cos  \ 

—  o. 


Remplaçant  dans  ce  déterminant  eos  a.  cos  p,  <•<>•>--  par 
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[es  valeurs  (  a)  et  cosa',  cos'i',  cobV  par  les  valeurs  ana- 
logues, on  aura 

i  cosv  rosa  a    ftcosv+ccosji 

COSV  I  eu-,  a  a  cosv     6+crosA 

co>;j.  cos/.  i  acosp    b  cos^    c 

f-6'cosv    c'cosjx  c/' cosvh-ô'+c'cosX  a'cosfj.-    6'cosX-t-c'  cos  Y 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  colonne  par  —  a,  la 
deuxième  par  — Z>,  la  troisième  par  —  c,  et-qu'on  ajoute 
respectivement  les  produits  obtenus  aux  ternies  corres- 
pondants de  la  dernière  colonne,  les  trois  premiers 
termes  de  cette  colonne  deviennent  nuls;  on  a  donc 

(  cos  V  =  aa'  -+- bb'  H-  ce'  +(  bc'  -+-  cb'  )  cos  X 

/  H-  ( ca'  -+-  ac'  )  cos  \x  -+-  (ab'  -+-  ba'  )  cos  v . 

La  condition  de  perpendieularité  de  deux  droites  en  ré- 
sulte; elle  est 

\  aa'  +  bb'  -\-  ce'  -f-  (  bc1  -+-  c&'  )  cos  À 
(  5  )     J 

(  4-  (  ca'  H-  ac'  )  cos  \x  -\-  {ab'  -\-  ba'  )  cos  v  =  o. 

3.  Nous  allons  appliquer  les  formules  qui  précèdent  à 
la  recherche  des  cordes  principales  dans  les  surfaces 
du  second  ordre.  On  sait  qu'on  appelle  ainsi  celles  qui 
sont  perpendiculaires  à  la  direction  du  plan  diamétral 
correspondant. 

Soient 

a         b        c 

les  équations  d'une  direction  de  cordes,  a,  b,  c  étant  les 
coordonnées  du  point  de  cette  droite  qui  est  à  l'unité  de 
distance  de  l'origine.  Un  plan  parallèle  au  plan  diamétral 
correspondant  a  pour  équation 

i  (Ad-+-B'6-t-  B'c).r  +  (B'fl+A'HBc)v 

j  -h(Wa  +  Bb+-A/'c)z  =o, 

Ami   de  Mathémat.,  V;  série,  t.  1.  (Avril   i88a.)  i  \ 
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en  adoptant  pour  les  coefficients  de  l'équation  de  la  sur- 
face la  notation  ordinaire.  Pour  que  la  droite  (6)  et  le 
plan  (7)  soient  perpendiculaires,  il  faut  que  les  coeffi- 
cients de  l'équation  (y)  soient,  à  un  facteur  près  que 
nous  désignerons  par  S,  égaux  aux  cosinus  des  angles 
que  la  droite  (6)  fait  avec  les  axes,  c'est-à-dire,  eu  égard 
aux  équations  (2),  que  l'on  ait 

/  A  a  4-  B"  b  -+-  B'  c  -  -  S  (  a  -f-  b  cos  v+c  cos  ;jl  . 
(8  )      |  B"  a  -h  A7  b  -h  B  c  =  S  (  a  cos  v  -+-  b  4-  c  cos  X  , 
(  B' a  -h  B  b  -h  A" c  —  S ( a  cos jx  -f-  6  cos X  +c), 

ce  qui  peut  s'écrire 

i(A-S)a  +  (B"-S  cos  v)  b  -+-  (B'  —  S  cos  :x  1  c  ==  o, 

(9)  !  (Bff— Scosv)a-h(A,~ S)6-+-(B  —  ScosÀ)c=:o, 

(  (B7  —  S  cos  a)  a  4-  (B  —  S  cos  X)  b  +  |  V"  —  S)c  =  o. 

Il  faut  donc  choisir  S  tel  que  ces  trois  équations  aient 
en  «,  &,  c  d'autres  solutions  que  zéro.  Or  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  le 
déterminant  des  coefficients,  c'est-à-dire  précisément 
la  fonction  A  (S)  de  l'article;  précédent,  soit  égal  à 
zéro. 

i°  Une  racine  simple  de  V équation  en  S  donne  une 
direction  de  cordes  principales  et  une  seule.  —  Car,  une 
racine  simple  n'annulant  pas  tous  les  mineurs  du  second 
ordre  de  A(S),  on  pourra,  de  deux  des  équations  (ç)) 
correspondant  à  un  mineur  non  nul,  tirer  les  rapports 
des  inconnues,  coefficients  des  termes  de  ee  mineur,  à  la 
troisième. 

20  Une  racine  double  de  V équation  en  S  donne  une 
infinité  de  directions  de  cordes  principales  parallèles  à 
un  même  plan.  — Car  une  racine  double  annulant  tous 

les   mineurs  du   second  ordre  de  A(S),  mais  n'annulant 

pas  tous  ceux  du  premier,  les  trois  équations  |  g    se  ré- 


(  •'•>'  ) 

diusent  à  l'une  d'entre  elles  dont  les  coefficients  ne  sont 
pas  tous  nuls. 

3°  Une  racine  triple  de  l'équation  en  S  donne  pour 
les  cordes  principales  une  direction  arbitraire.  —  Car 
elle  annule  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  (S), 
et  rend  identiques  les  équations  (9  ). 

4°  Deux  racines  distinctes  de  V équation  en  S  donnent 
des  directions  de  cordes  principales  rectangulaires.  — 
Car,  si  l'on  désigne  par  S  et  S'  ces  deux  racines,  on  a 
les  équations 

(  \  —S)a-\-  (B" —  S  cosv)6h-  (B' —  S  cos|x)c  =0, 
(B"—  Scosv)a  -f-(A'—  S)b-h  (B  — ScosX)c  =0, 
(B'  —  Scos|*)a-h(B  —  ScosX)ôh-  (A"—  S)e— o, 

(A  —  S')a'-j-(B"—  Scos'v)6'-t-(B'— S'cosjji(c'  —  o, 
(B"—  S,cosv)«'-4-(A'— S')//4-(B  —  S/cosX)c/=:o, 
1  H        S'r<»sa)r/'-4-(B  —  S'cos).)^-H(A//— S')c'  =  o. 

Or,  en  les  multipliant  respectivement  par  <?.',  //,  cr ,  — <v, 
—  &,  — c  et  les  ajoutant,  on  a 

(S'—  S)  [aa'-+-  bb'-h  cc'-h  (bc'-+-  cl/  )  cosX 

-t-  (ca'-h  ac' )cos\x  -+-  (ab'-+-  ba')  cosv  ]  =  o, 

c'est-à-dire,  puisque  S' — S  n'est  pas  nul, 

aa'-\-  bb'-^-cc'-h  (bc'-\-  cb')  cosX 

-h  (ca'  hac')  cos;x  -*-(<7&'h-  ba')  cosv  =±  o, 

ce  qui  est  la  condition  de  perpendicularité  (5). 

Résumé.  —  Il  résulte  de  là  qu'il  y  a  trois  directions 
de  cordes  principales  formant  un  trièdre  trirect angle 
quand  l'équation  en  S  a  ses  racines  distinctes,  qu'il  y  a 
un  plan  de  directions  principales  quand  elle  a  une  racine 
double,  et  une  direction  principale  perpendiculaire  à  ce 
plan  correspondant  à  la  racine  simple,  que  toute  direc- 
tion est  principale  quand  l'équation  en  S  a  une  racine 
triple. 


(  »•"  ) 

Relations  entre  les  directions  des  cordes  principales 
et  celles  des  plans  de  sectiojis  circulaires. 

4.  S  étant  une  des  racines  de  l'équation  en  S,  nous 
avons  vu  qu'un  système  de  plans  de  sections  circulaires 
correspondant  à  cette  racine  était 


L'intersection  de  ces  deux  plans  s'obtient  en  écrivant 
les  équations  du  centre 

?*—  Sffi=o, 

?y— s*;=o, 

©'  —  Sa'.  —  o, 


qui,  en  y  remplaçant  x,  y,  z  par  «,   Z>,  c,  coïncident 
avec  les  équations  (9).  Par  conséquent  : 

i°  Si  V équation  en  S  a  trois  racines  simples,  les  plans 
des  sections  circulaires  sont  respectivement  parallèles 
aux  cordes  principales  correspondant  aux  mêmes 
racines  ; 

20  Si  l'équation  en  S  a  une  racine  double,  les  plans 
des  sections  circulaires  correspondant  à  cette  racine 
sont  parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  à  l'axe 
de  la  surface,  qui  est.  de  révolution  l  ceux  qui  corres- 
pondent à  la  racine  simple  sont  parallèles  à  cet  axe; 

3°  Si  l'équation  en  S  a  une  racine  triple,  les  plans  des 
striions  circulaires  ont  une  direction  arbitraire  :  à bail- 
leurs la.  surface  est  une  sphère. 

Réduction  de  l'équation  générale  du  second  degré. 

5.  Trois  directions  de  cordes  forment  un  système  con- 
jugué Lorsque  le  plan  diamétral  relatif  a  chacune  d  elles 

est    parallèle  aux  deux  autres. 


I) 


(  ai3  ) 
S  o  i  e  n  I 

x  _    y  _    z       ./•        y        z        x        y         t 
(IO)       -  =  =  -:_-,       —r-J,  ---,'       Jf=      gr  =:p 

trois  directions  de  cordes;  des  plans  parallèles  aux  plans 
diamétraux  correspondants  auront  pour  équations 

XVa  -t-JCpi,  ■+    Scpé  =0, 

•r'r'''+  /cPô'~+"  *?c»  =  °) 

et  les  conditions  de  parallélisme  de  chacun  de  ces  plans 
aux  deux  autres  cordes  se  réduiront  à  trois  : 

AaV-h  h!b'b"+k"c,c"+  B  (c'b"-h  b'c") 

-4-  B'(c'a'+  a'c")  H-  B"(r///-+-  6V)  =  o, 

A«V  -h  AW  -h  AV'c  4-  B  (c"£  h-  b"c) 

4-  B'(c"«  -+-  a'c)  4-  B"(a"è  -F  6"a)  =  o, 
\  aa'  4-  A'M'  +  A"cc'  H-  B  (c&'  -I-  bc') 

4-  B'(ca'  -h  ad)    4-  B"(^r  -h  6a')    =  o. 

6.  Proposons-nous  de  rapporter  la  quadrique 

4-  2  B'ir  4-  2  B'^j  4-  2 C#  H-  2  C'y  4-  2  C"s  4-  D  =  o 

à  trois  axes  de  coordonnées  formant  un  système  conjugué 
quelconque.  Si  les  équations  (io)  sont  celles  des  nou- 
veaux axes,  les  formules  de  transformation  (3)  nous 
donneront  pour  la  nouvelle  équation  de  la  surface 

(A  a2  4-A'&24-A'/c2 

4-  2  B  bc 4-  2  B'ca  4-  2 B"ab) .z'2 

{-(Atf'24-A'6'24-AV2 

4-  2  B  b'c'  4-  2  B'c V  4-  2  Wa'b')y'* 
4(A<2'/24-A7/24-AV2 

4_  2  BfcV'4-  2BW4-  2B'W)*'2 
ha'(C'fl   1   C'ô    h  C'D.r'  h2(Crt'4-  G'ô'-f  GV)/ 

-t-2(Cfl"    i     <  IV/'- !     CV)3       :       D:       0, 


('■■•>) 


(  M  ) 

car  les  coefficients  des  termes  en  yz,  en  zx  et  en  xy  sont 
précisément  les  doubles  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (i  i). 

7.  Nous  pouvons  supposer,  en  particulier,  que  les 
équations  (10)  sont  celles  de  trois  cordes  principales 
formant  un  trièdre  trirectangle,  et  par  suite  un  système 
conjugué.  Soient  S,  S',  S"  les  racines,  distinctes  ou  non, 
de  l'équation  en  S  correspondant  à  chacune  de  ces 
cordes,  nous  aurons 

Art  -\-Wb-\-  B'c  ■=.  S  (  a  -+-  b  cos  v  4-  c  cos  ;x  ) , 
ETrt-h  A'fr-f-  Bc  =  S(rt  cosv  -\-b-\-c  cos).  |, 

1  >  'rt  +  B/;+  A  "c  ==  S  (  «  cos  [x  4-  b  cos  À  -f-  c  ) , 

etdeux  autres  systèmes  analogues.  Multipliant  ces  équa- 
tions respectivement  par  rt,  Z>,  c,  et  ajoutant,  on  a 

A  a2  4-  \7/2  +  A  V  +  2Bk  4-  2B'crt  -h  aB'aô 

==  S  (rt2  4-  62H-  e24-  2  &C  COS  À  -f-  2Crt  cos  [A  -f-  2rt/y  cosv). 

Mais  le  point  (rt,  />,  c)  est  à  l'unité  de  distance  de  l'ori- 
gine, donc 

rt2  -4-  b-  4-  c2  4-  2  bc  cosX  -h  2  ca  cos  |x  —  iab  cosv  =  î . 

Par  suite,  l'équation  (12)  peut  s'écrire 

S.r'2--Sy24-SV2 

+  2(Crt-+-C^4-CV).r        >.{Ca'-\-C'b'-hC  c')/ 

4-2(Crt"4-C7>         I  :  -      :         D  ^o. 

•Si  l'on  transporte  l'origine  au  point  1  ///.  //,/>),  cette 
équation  de\  ient 


S, 

X'24- 

sy  1  s 

4- 

a(Ca      C'ô 

4- 

C  c 

4- 

S/;/  »./• 

4- 

2{Ca'     Ob 

4- 

4- 

S//M" 

4- 

2(Ca       C'b 

'4- 

C  c 

"4- 

>/-, 

_i- 

Sma      S'*1 

4- 

N  /'' 

4- 
4- 

»  (Ca 

a(Ca 

i(Ca 

C'A    hC  c  m 

<  :  h 

<:  a      c  1    i/j      1» 
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i°  12 équation  en   S  n'a  pas  de  racine,  nulle.  —  On 
peut  alors  prendre 

Ca-r-C'b  +  iVr 


ni  ■=.  — 


S 

*  = g, , 

Ca"  hW+CV 
P  =  -  —gr-       -i 

cl    l'équation  (i3)  devient 

(i4)  Sa?2 -h  Sy -h  S"*2— -H; 

en  désignant  par  H  le  ternie  indépendant. 

2°  L'équation  en  S  a  une  racine  jiulle.  —  Supposons 
(jnc  ee   soit  S" .  On  peut  encore  prendre 

Co+C'é  -h Ce                    O/'+C'^+CV 
//*  =  — ■>      n  — — i 

et  l'équation  (i3)  devient 

Si'2+S'r+2(Cfl"+C^"+CV); 
+  2(C«"+C7/'+CV')/; 
(Ca-hC'b-hC'cY 


S 
(Ca'-hC'b'+Cc'V 

S' 


-t-D  =  o. 


Si  C«"-+-  Gl>" -\-  iJ'c"  est  différent  de  zéro,  on  peut  dé- 
terminer j)  par  la  condition  que  le  ternie  indépendant 
disparaisse,  ce  qui  donne 

(  1.5  )       S  x*-  -+-  S'/2  +  2(Ca"+  C  b"  -i-  Ce"  )  -s  =  o. 

Si  Ca" H-  C'Z/'-f-  CV=  o,  on  a,  quel  que  soit  />. 

(16)  Stfs-+-S'j*=H', 

en  désignant  par  H'  le  ternie  indépendant. 

3°  L'équation  en  S  rï  deux  racines  nulles.  —  Suppo- 


(  «6  ) 
sons  que  ce  soient  S'  et  S/;.  On  peut  encore  prendre 


1)1   — ; J 


et  1  équation  (i3)  devient 

S^+2(Ca'  +  C'6'+CY)/  +  2(Cflff+W+CV)3 

-h  2(.Ca'  +  C'6r-+-  C'V)nH-  a  (  Ca'+  C'^-hCV)/? 

(Grt-f-C7>-^C"c)2      _ 
^ -  +  D  =  o. 

Si  1  une  des  expressions 

Ca'+C'é'-h  CV,     Ca"+  C'^-  ( 

est  différente  de  zéro,  par  exemple  la  première,  on  peul 
choisir  arbitrairement/;  et  déterminer  n  par  la  condi- 
tion que  le  terme  indépendant  disparaisse,  ce  qui  donne 


(i7) 


S^+:i(Ca'+C^'  +  C"ci.r 

■4-  2  (Gaff+  C7/+  CV)5  =  o. 


Si  Ca'+C'&'-f-C'V  et  Ca'^CW'-f-CV'  sont  nuls, 
on  a,  quels  que  soient  «  et  />, 

(18)  S.r2=!l. 

en  désignant  par  H"  le  terme  indépendant. 

Les  équations  (i4)î  O^),  i1^),  ('7  I  et  l1^)  sollL  H's 
équations  réduites  des  dix-sept  espèces  de  quadriques. 
Dans  le  cas  de  l'équation  (17),  L'équation  en  S  a  une  ra- 
cine double  nulle;  les  équations  |  g  1  se  réduisent  donc  à 
Tune  (rentre  elles,  et  dès  lors  on  peut  adjoindre  à  cette 
(([nation  Tune  ou  l'autre  de  celles-ci 

Ca'     C'b'      C  c       o,     Ga       <  :  [b       C  c 

de  manière  à  ne  pins  avoir  dans  l'équation  (17)  (|u  UM 
terme  du  premier  degré  en  >  ou  en  z. 
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SUR  L'INTERSECTION  DINE  DROITE  ET  DUNE  SURFACE 
DE  RÉVOLUTION  DU  SECOND  DEGRE; 

Par  M.  J.  CAROV 


La  nouvelle  méthode  que  M.  E.  Piouché  vient  de 
donner  (même  tome,  p.  97),  pour  trouver  l'interseetion 
d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe,  présente  l'avantage  d'être  applicable  à  toutes  les 
surfaces  de  révolution  du  second  degré. 

Pour  mettre  en  évidence  ce  résultat,  rappelons  les 
théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  L'intersection  de  deux  surfaces  du 
second  degré  se  projette  sur  un  plan  diamétral  princi- 
pal commun  suivant  une  courbe  du  second  degré. 

Théorème  II.  —  Un  plan  P  coupant  deux  surfaces 
du  second  degré  suivant  deux  courbes  homothéticpies, 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  passant  par  l'inter- 
section des  deux  premières  surfaces  sont  coupées  par 
le  même  plan  P  suivant  des  courbes  liomothétiques  des 
premières  sections. 

Il  résulte  de  ces  deux  théorèmes  que  l'intersection  de 
deux  surfaces  de  révolution  du  second  degré,  ayant 
même  plan  d'équateur,  se  projette  sur  ce  plan  d'équa- 
teur  suivant  une  circonférence. 

En  effet,  étant  données  deux  surfaces  de  révolution  du 
second  degré  ayant  leurs  centres  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  aux  deux  axes  de  révolution,  ce  plan 
est  un  plan  diamétral  principal  commun  aux  deux  sur- 
faces, et  par  suite  l'intersection  se  projette  sur  ce  plan 
suivant  une  conique  (Théorème  J). 
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Le  cylindre  projetant  la  courbe  parallèlement  aux 
axes  est  donc  du  second  degré  5  si  nous  lui  appliquons  le 
théorème  II,  ce  cylindre  passant  par  l'intersection  des 
deux  surfaces  sera  coupé  par  le  plan  des  équateurs  sui- 
vant une  circonférence;. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  à  l'aide  du  théo- 
rème suivant  : 

Théorème:  III.  —  Toutes  les  surfaces  du  second 
degré  passant  par  V intersection  de  deux  sut faces  de 
révolution  du  second  degré  dont  les  axes  sont  paral- 
lèles sont  également  de  révolution  avec  des  axes  pa- 
rallèles aux  premiers. 

Pour  trouver  alors  l'intersection  d'une  droite  avec 
une  surface  de  révolution  du  second  degré  quelconque, 
on  choisit  comme  surface  auxiliaire  passant  par  la  droite 
un  hyperboloïde  engendré  par  cette  droite  en  tournant 
autour  d'un  axe  parallèle  à  l'axe  de  la  première  surface. 

On  choisira  de  plus  l'axe  auxiliaire,  de  manière  que 
] 'hyperboloïde  et  la  surface  donnée  admettent  même 
plan  d'équateur,  comme  dans  la  méthode  de  M.  Rouché. 

L'hyperboloïde  coupera  alors  la  surface  donnée  sui- 
vant une  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  commun 
des  équateurs  sera  une  circonférence. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  la 
projection  de  même  nom  de  la  droite  donnée  détermine- 
ront les  points  demandés. 

On  aura  d'ailleurs  quatre  points  de  la  circonférence 
d'intersection,  en  coupant  la  surface  donnée  et  1  hyper- 
boloïde auxiliaire  successivement  par  deux  plana  per- 
pendiculaires aui  axes  de  révolution. 

Remarque.  — -  II  u'esl  pas  nécessaire  évidemment  de 
construire  l'hyperboloïde  auxiliaire  pour  trouver  quand 
même  son  intersection  avec  un  plan    perpendiculaire  à 
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l'axe,  puisqu'on  a  immédiatement  un  point,  de  ce  paral- 
lèle,  en    prenant  l'intersection  du  plan  sécant  avec   la 
droite  donnée. 


SIR  L'INTERSECTION  D'UNE  DROITE  ET  D'UNE  SURFACE 
DE  RÉVOLUTION  DU  SECOND  ORDRE  ; 

I\\r  M.  Ernest  LEBOV 


On  peut  appliquer  à  toute  surface  de  révolution  du 
second  ordre,  sauf  au  paraboloide  ('),  la  remarquable 
construction  donnée  par  M.  Eugène  Rouché  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques  (  même  tome,  p.  97) 
pour  l'iiyperboloïde  à  une  nappe.  En  effet,  on  démontre 
aisément  que  quand  deux  surfaces  de  révolution  du  se- 
cond ordre  ont  leurs  axes  de  révolution  parallèles  et  un 
plan  principal  commun  perpendiculaire  à  ces  axes, 
leur  intersection  se  projette  sur  ce  plan  selon  une  cir- 
conférence. Par  suite,  en  supposant  que  l'axe  de  révo- 
lution de  la  surface  considérée  est  vertical,  on  peut 
toujours  employer  un  liyperboloïde  de  révolution  auxi- 
liaire H,  ;  ou,  si  Ton  veut,  un  cône  de  révolution  à  axe 
vertical  dont  le  sommet  est  le  point  d'intersection  e,  e'  de 
la  droite  donnée  d,  d'  et  du  plan  principal  horizontal 
de  la  surface  et  dont  une  génératrice  est  cette  droite. 


(')  On  sait  qu'on  emploie  alors  pour  surface  auxiliaire  un  plan 
passant  par  la  droite  et  coupant  l'axe  de  révolution,  et  qu'on  projette 
la  section  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 
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SOLUTION  DUNE  QUESTION  D'ANALYSE  PROPOSÉE 
Al  CONCOURS  D  AGRÉGATION  DE  1880-, 

Par  M.  E.  HENRY, 

Professeur  au  Lycée  d'Angers. 


Soient  u  une  fonction  donnée  d'une  variable  x,  et  u' 
sa  dérivée.  Soit  o($)  une  fonction  donnée  d'une  autre 
variable  (3.  On  considère  une  surface  S  telle  que  les 
coordonnées  rectangulaires  x^y,  z  d'un  quelconque  de 
ses  points  s'expriment  par  les  formules 

x  ■=.  (  u  -+-  J3  )  cos  a  —  u'  sin  a, 
y  =  (  u  -+-  fi  )  sin  a  -+-  m'  cos  a, 

*  =  ?(?)• 

i°  Démontrer  que  les  projections  sur  le  plan  xQy 
des  sections  de  la  surface  par  les  plans  parallèles  à  x  Oy 
ont  même  développée; 

2°  Démontrer  que  les  normales  à  la  surface  S  aux 
différents  points  dune  quelconque  de  ces  sections 
forment  une  surface  développable*  et  déterminer 
l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface; 

3°  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  S.  et 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  quelconque 
de  ses  points. 

i°  Les  coordonnées  z.  t\  du  centre  de  courbure  d'une 
courbe  plane  sont  données  parles  formules 


dans  lesquelles  x  el  »   représentent  les  coordonnées  du 
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d y        d~  y 
point  de  la  courbe.  Nous  allons  calculer  —■  et  -^-r  dans 

1  f/.r         dxl 

l'hypothèse  de  JiJ  constante,  y  étant  une  fonction  de  a, 
qui  elle-même  estfonction  de  la  variable  indépendante.*". 
DiiFér entions,  à  cet  effet,  dans  cette  hypothèse,  les  deux 
premières  des  équations  données.  Nous  aurons 

r  —  —  (tt+S+  u"  )  sin  a  -;— , 

dx 

.7  =  („  +  ?  +  „)cosa_, 

uN  étant,  la  dérivée  de  uf  par  rapport  à  a.  On  en  tire 

dy  r 

dx  tan  g  a 

Différentions  cette  dernière  relation  par  rapport  à  x. 

d2  y  i       dx 


Nous  aurons 
ou  Lien 


dx 


/••-' 


sin-  a 


dx 


dx* 


(//  -h  p  -+-  u")  sin3 a 


Portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  £  et  de  r,, 
nous  aurons 

£  r=  (  u  -+-  P)  cos  a  —  «'sin  a 


I  -h 


tang2a  j 


(m  -h  p  -h  m")  sin3  a 


tanga 


ou,  en  simplifiant, 

(  i  )  ç  ■=:  —  (m'  sin  a  -f-  //"  cos  a 

On  a  de  même 

t,  =  (it  -j-  [3)  sin  a  h-  «'  cos  a 

i 


la  nira 


0  +  £4-«")sin3a; 


(   111  ) 


ou,  en  simplifiant, 

(2) 


r,  =  il   COS  a 


ii   sina. 


Les  formules  (i)  et  (2)  ne  contiennent  pas  ,3.  Donc  la 
courbe  qu'elles  représentent  quand  a  varie  ne  dépend 
pas  de  la  hauteur  du  plan  de  cette  courbe  au-dessus  de 
celui  des  xy. 

Calculons  le  rayon  de  courbure.  On  a 


R 


I  -+- 

\dx  J 
d\y 

da? 

I  -h 

1 

la  11  ira 

ou,  en  simplifiant, 

(3)  R  =  =p(H 


|  11        ,jj    ■    11" )  siif*  7  : 


"")■ 


La  différence  constante  entre  les  rayons  de  courbure  en 
deux  points  correspondants  de  deux  sections  est  préci- 
sément égale  à  la  variation  de  (3.  On  prendra  celui  des 
deux   signes  zh  qui  rend  positive  la  valeur  de  R.  Cela 


// 


dépendra  du  signe  de  //  -r-  't 

n  t-  dz  dz  .  ,,, 

20  Ln  posant  ~  =  />,  -y-  =  <y,  on  sait  que  1  équation 


différentielle  des  lignes  de  courbure  est 


(^) 


dx      pdz       dy   ■   (/(/: 


II  faui  vérifier  que  cette  équation  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  des  divers  points  d'une  même  section  pa- 
rallèle au  plan  xO  )  ,  Calculons  les  quantités  />  et  </.  et 
pour  cela  différentions  les  équations  données  tour  à  tour 
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par  rapport  à  x  et  à  y,  prises  comme  variables  indépeff- 
<lani.cs,  en  considérant  a  et  [5  comme  fonctions  de  x  et 
de  7  .  Nous  aurons 

<*P  /  a  rx    ■         rfa 

î        cosa  ~-    -  («  -4-  p  H-  M*)  sina  -j—  ? 

•         '/,J'  <  o  rx  ^a 

O  m  sm  a  —  +(u  +  p  +  i<   )  <"os  a  —  , 

o  =  cosa  -i (  «  H-  S  H-  «   )  si n  a  —  , 

dy  dy 

c  —  sin  a  -~  -h     «  +  ?  +  «  )  cos  a  t-  » 
dy  '  a/ 

De  ces  équations,  on  tire 

d$  f/y.  sina 

—  cos  a, 


c/3  .  <ia  cosa 

-=i-  —  sina,        — -  = 


<iy  dy        u  -+-  p  +  m" 

/;  =  ^  r=cp'([3)cosa,      gr  —  ^1—  cp'(P)sina. 

Si  maintenant  on  considère  un  point  se  déplaçant  sur 
une  section  parallèle  au  plan  xOj  ,  on  devra  supposer 
dz  nul,  et  calculer  dp  et  <:/</  dans  l'hypothèse  de  [3  con- 
stant et  de  a  seul  variable.  On  aura  ainsi 

dp  —    —  o'  {  (3  )  sin  a  r/a,      <7y  —  ©'  (  fi)  cos  a  d'à. 

On  a  d'ailleurs,  dans  les  mêmes  hypothèses, 

dx  =  —  (u  -+-  pH-  m")  si  il  a  <7a, 
r/r  =  («  +  p+  u")  eosacfa. 
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Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4  h  un  a 

—  (  w  -{-  p  H-  f/"  )  eos "J.rh.  _  _  (  r/  4-  p  -H  M*)  co>  a  ^/a 
—  cp'  ( p )  sin  a  c/a  ?'  (  P)  cos  a  r^a 

Cette  équation  est  identique.  Ses  deux  membres  ont 


pour  valeur  commune 


// 


?'(p) 


•  Donc  les  normales  à 


la  surface  S  aux  divers  points  de  la  section  considérée 
forment  bien  une  surface  développable. 

Cherchons  l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface. 
Les  équations  d'une  génératrice  étant 


(5) 


(  X  — x  H- p (Z  —  z)  =  o, 
j  Y  — y-+-?(Z  — s)  =  o> 


cherchons  celles   de  la  génératrice  infiniment   voisine, 
dans  l'hypothèse  de  dz  =  o.   Nous  aurons 

(  X —  x  —  dx  -h p  (Z  —  z)  -h  dp  (Z  —  z)  =  o, 
(  Y  —7  —  rfy  +  y(Z  —  *)  —  d?(Z    ■*)=<>. 

En  tenant  compte  des  précédentes,  ces  deux  dernières  se 

réduisent  a 

—  dx  —  <7/>(Z  —  s)  =  o, 

—  dy  ^r  dq(Z  —  z)  =  o. 

^  ,  -i-i  ^r        ^V 

ht  comme,  pour  le  cas  particulier  actuel,  011a  -j-  =  -~j 

ces  deux  dernières  se  réduisent  a  une  seule  et  donnent 

dx 


(6) 


Z  —  Z-^r 


dp 


En  portant  dans  les  équations  (5),  on  a 


o 


x=*-^'  Y 


V/' 


En  remplaçanl  .r.  >  ,  z  par  Leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions de  la  surface  S,  et  dxydyyp,q,dpi  dq  par  les  va- 


(   m5   ; 
leurs  que  nous  venons  de  calculer,  on  trouve  les  équa- 
tions qui  définissent  l'arête  de  rebroussement  avec  les 
variables  a  et  [i  : 

X==  —  (u'  sina  4-  uf  cosa), 
Yr=  w'cosa —  lésina, 

On  voit  (jue  cette  arête  de  rebroussement  se  projette  sur 
le  plan  xOj  suivant  la  courbe  définie  pour  les  équa- 
tions (i)  et  (2). 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  A  l'arête  de  re- 
broussement sont 


~n 


Ce  dernier  a  pour  valeur  ~=L_-3  quantité  con- 
stante pour  une  même  section  parallèle  à  xOj.  Donc 
la  tangente  à  l'arête  de  rebroussement  faisant  un  angle 
constant  avec  Oz,  cette  courbe  est  une  hélice  tracée  sur 
un  cylindre  à  base  quelconque  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  Oz. 

3°  On  pourrait,  pour  trouver  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  S,  appliquer  la  méthode  générale;  mais  il 
est  plus  simple  de  remarquer  que,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, l'un  des  systèmes  est  formé  des  sections  parallèles 
à  xOy.  L'autre  système,  formé  de  lignes  orthogonales 
aux  premières,  se  projette  sur  le  plan  xOj  suivant  les 
trajectoires  orthogonales  des  projections  sur  ce  plan  des 
courbes  du  premier  système.  Ces  dernières,  ayant  même 
développée,  ont  pouj»  trajectoires  orthogonales  les  tan- 
gentes à  la  courbe  définie  pour  les  équations  (1)  et  (  - 
Ann.de  M  ut  hé  ma  t.,  3e  série,  t.  I .  (Mai  i88j.)  ,  -, 
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et  les  plans  menés  par  ces  tangentes  perpendiculaire- 
ment à  xOy  coupent  la  surface  S  suivant  les  lignes  de 
courbure  du  second  système. 

En  traitant  la  question  par  le  calcul,  on  devra  calcu- 
ler les  quantités  dx,  dy,  dz,  p,  </,  dp>  dq  sans  faire  au- 
cune hypothèse  particulière,  en  regardant  z,  a,  fi  comme 
fonctions  des  variables  indépendantes  x  et  y.  On  aura 
ainsi 

dx  —  cos  a  d$  —  (  u-\-  £  •+-  U*)  sin  a  dz, 
dy  =  sin  arfj  -+-  (  u  ■+-  fi  -+-  u"  )  cos  a  d* , 
dfc  =  «p'(P)rfp, 

yp  =  ç>'((î)  COSa. 

gr  r=:«p'(($)  sin  a. 
<7p  —  cp"  (  p  )  cos  idfi  —  (f  '  (  p  )  sin  a  rfa, 
ûfy  =  (pff(P)sinadp  -+-<p'(P)cosarfa. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

<•/./  -h  /?  dz       dy  +  7  rfs 

on  trouve 

cosa^/3_  („  _|_  pH_  „")  sinar/a-+-[cp'(3)]2rosa</3 
cp//(p)cosa^  —  ©'(fJ)sinarfa 

_  sinarfp  +  (w  +  p  +  w")  cosatfa  4-  [o'(?)]2  sinar/3 
cp"(P)sina^-ho'(P)cosa^a 

Toutes  réductions  faites,  cette  équation  donne 

j(«  +  PH-^)?'(p)-?'(p)--[^(P)*]ji*trfp.=:0. 

En  supprimant  le  facteur  entre  accolades  qui  ne  donne 
aucune  constante  arbitraire,  on  a 


(  2*7  ) 
La  solution  drfi  =  o  donne  p=  const.,  c'est-à-dire 
z  =  const.  On  retrouve  les  sections  de  la  surface  S  par 
des  plans  parallèles  à  xOj.  La  solution  (h,  =  o  donne 
a  =  const.  En  éliminant  jj  entre  les  deux  premicres 
équations  de  la  surface  S,   nous   trouverons  l'équation 

y  cos  a  —  x  sin  a  =  m' , 

pour  représenter  les  lignes  de.  l'autre  système.  Ces 
lignes  sont  bien  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
œOy.  Il  est  facile  de  voir  que  la  trace  de  ce  plan  sur xOy 
touche  la  courbe  définie  par  les  équations  (i)  et  (2).  De 
ces  équations  (1)  et  (2),  on  tire,  en  effet,  en  les  clifïe- 
rendant, 

d\  =  —  (u1  cos  a  H-  m"  cos  a)  ch, 
ch\  —  —  (u'  sin  a  -+-  u"  sin  a)  rh. 

D'où  —y-  =  tanga.  L'équation  de  la  tangente  à  cette 
courbe  est  donc 

)  —,-»)  == (#  —  î)  tanga, 
ou  bien 

jk  cos  a  —  x  sin  a  —  y)  cos  a  —  \  sin  a. 

Or,  en  remplaçant  \  et  tq  par  leurs  valeurs,  on  trouve  que 
cette  équation  devient  en  effet 


y  cosi 


x  sin  a 


Pour  trouver  maintenant  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  un  point  de  la  surface,  calculons  les  quanti- 

dp  dp         dq  dq 

tes  /•  =  -f-i  s  =  -7-  =  -r-  y  t  =  j   j  en  considérant  tou- 

jours  a  et  P  comme  des  fonctions  de  x  et  r  prises  comme 
variables  indépendantes.   On  a,  en   tenant  compte  des 
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formules  précédemment  trouvées, 

r  =  ©"(B)cosa  ÏX  —  o'(3)sina^ 
'    vr^  dx        •   v'  '  dx 


'/((3)cos2a 


o'(p)  sin2a 


S     :o'(B)cosa^  —  cp'(8)sin«~ 

o'(  ^)  sina  cosa 


=:  ç/'([3)  sina  cosa 


M  +  P+  U" 


t  =  *'(p)  sin2a  ££■  4-  o'(3)  cosa  ~ 
ay  dv 


^<p"(P)sin2a 


o'(ft)co>2a 
//  -t-  3  -H  » 


Nous  allons  remplacer  p,  <y,  /-,  s,  t  par  leurs  valeurs  dans 
l'équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure  principaux 
en  un  point  d'une  surface 

{rt  —  s2)R2  —  [(i+/?^  +  (i  +  ^)r-  2pqs] 


Nous  aurons 
«  +  3  -h  «'* 


x  \/i  +  p2  +  ?2R  +  (i+  />5  —  r/2 )2  =  o. 
V  (M  H",      tfH_p  +  ll^      J 

xv/'  +  [?/(?)J,R  +  t'-+-[?,(?)],i,  =  o- 

La  quantité  soumise  au  radical  dans  la  valeur  de  R  est 

H-?'2(?) 


c/2(3)4-2cp'(P)cp"(p) 


«  +  ?  +  U* 


-4t'(P)t*CP) 


C'est  le  carré  de  la  quantité 


^     i* 
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Donc  on  a 

[*-<»•*-»'<» £j££H  ^"^w  *  [*-<»-»'<» ir^gB I  *  :  -  - 

^'(ft)?"(P) 

M  -h  £  +  W" 

Avec  le  signe  +,  on  a 


Avec  le  signe  — ,  on  a 


R, 


__['  +  ?"(?)  y/i  +  cp/2(P) 


La  normale  à  la  surface  fait  avec  O^  un  angle  dont  le 

1  I  T  •  1        T» 

cosinus  est  —  ou  Le  cosinus  de  R, 

avec  le  plan  .rOj^  est  donc        '  et  la  projection 

y/l  H-ç'2(P) 
de  R,  sur  ce  plan  a  pour  valeur -' -— - *  c'est-à-dire 

u  -h  fi  -h  u" .  C'est  la  valeur  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  parallèle  au  plan  .r Ordonné  par  la  formule  (3). 
Donc  R<  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure  des  sec- 
tions normales  principales  tangentes  aux  lignes  de  cour- 
bures parallèles  au  plan  xOjy  et  R2  est  par  suite  le 
rayon  de  courbure  des  sections  principales  de  l'autre 
système. 
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SOLUTION  DES  QUESTIONS  DE  LICENCE  PROPOSÉES 
Al]  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1880, 

Far  M.  MORET-BLANC. 


1 .  Intégrer  les  équations  différentielles  simultanées 

d.  i  ' 

—r-  —  ax  -t-  b"  v  -h  b'  z. 

dt 

dt 

— 1  =  b' x  -+-  by  -+-  arrzr 

oh  a,  d ',  a" ',  Z>,  b ',  b"  sont  des  constantes  réelles  don- 
nées, et  x,  y,  z  des  fonctions  inconnues  de  la  \Hiriable  t. 

~        ,  .  ,  ,  ,  dx     dv 

Ces  équations  étant  homogènes  en  x*  y,  z.  —r-y  -y-y 

1  &  '  -  '      '    dt      dt 

d" 

-7-9  si  l'on  trouve  trois  systèmes  de  valeurs  particulières 

X\,yuZii  .r2, y*,z%\  x^jr^zî  qui    les  vérifient,  on  y 
satisfera  encore  en  posant 

X  ^^  v>|  X^  — f-  Co  .T*  ~" f"~     '■>  ' 

.>  =C4/i  +  Ci  v2  -f-  C;i  • 

C,,C2,C3  étant  trois  constantes   arbitraires.  Ces    nou- 
velles valeurs,  renfermant  trois  constantes  arbitraires, 
seront  les  intégrales  générales  des  équations  proposées 
Pour  trouver  trois  solutions  particulières,  posons 

-.;;.  v  étanl  des  constantes  qu'il  s'agit  de  détcrminei 


(  *■'»■  ) 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations,  donneni. 
«•ri  supprimant  le  facteur  e(jt, 

a  —  p  -+-  b*\k  -h  //v  =  o, 
//'  h-  (  a'  —  p  )  [J.  -h  ov  =o, 
//  -h  &  |Jt  H-  (  a"  ■—  p  )  v  =  o. 
L'élimination  de  y.  et  v  entre  ces  équations  donne 


a  —  p 

b" 

b 

// 

a'  —  p 

b 

// 

b 

a"-p 

Cette  équation,  identique  à  l'équation  en  S  de  la  Géo- 
métrie analytique,  a,  comme  on  sait,  ses  trois  racines 
réelles,  que  l'on  calculera  trigonométriquemenl,  quand 
on  connaîtra  les  valeurs  numériques  des  coefficients. 

Désignons-les  par  p<Mo2,  p3;  deux  quelconques  des 
équations  précédentes  donneront  les  valeurs  correspon- 
dantes |X«,  JA2,  (J-3;  W,  Vo,  V3. 

Les  intégrales  générales  des  équations  proposées  se- 
ront 

x  =  C,  e?«'  -h  C2e**'  -+-  C3é?*3', 

r  r^d^ePi'-h  Çajx2cPt'-H  C3[x3cP8«, 
s  =  CvjeM-i-  C2v2eP«'-h  C3v3e?3'. 

2.  Orc  considère  un  axe  vertical  Oz,  autour  duquel 
tourne  d'après  une  loi  déterminée,  mais  inconnue,  un 
tube  rectiligne  OA,  de  section  infiniment  petite,  qui 
rencontre  l  axe  fixe  en  O  et  fait  avec  lui  un  angle 
constant  8;  dans  l'intérieur  du  tube  peut  se  mouvoir 
sans  frottement  un  point  M  : 

i°  On  demande  quelles  doivent  être,  d'une  part,  la 
loi  de  rotation  du  tube,  de  Vautre,  les  circonstances 
initiales  pour  que  la  distance  r  du  point  M  au  point  (  ) 
501*,  à  chaque  instant  t,  donnée  par  la  formule 

r  =  k{t   ,   oc)2. 
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•i°  Conservant  pour  le  mouvement  de  rotation  du 
tube  la  loi  précédemment  trouvée,  ne  faisant  d'ailleurs 
aucune  hypothèse  sur  les  circonstances  initiales,  on  de- 
mande  d'étudier  le  mouvement  du  point  pesant  dans  lé 
tube. 

i°  L'accélération  du  mouvement  du  mobile  dans  le 
tube  est  la  somme  algébrique  des  composantes  suivant 
la  direction  du  tube,  de  la  pesanteur  el  de  l'accélération 
centrifuge  :  l'accélération  centrifuge  composée,  étant 
perpendiculaire  au  tube,  est  détruite.  On  aura  donc,  en 
supposant  le  mobile  M  au-dessus  du  point  O, 

d*r  %  d^ 

t.)  étant  l'angle  que  le  plan  ZOA  fait  avec  sa  position  ini- 
tiale. 

Si  le  mobile  était  au-dessous  du  point  O,  il  suffirait 
de  changer  le  signe  de  g,  r  étant  positif  de  O  vers  M. 

D'après  la  loi  énoncée,  on  a 

dr  .  .  .        d*r  , 

L'équation  précédente  devient 
2  k 
d'où  l'on  tire 


2k  z= — ,;'C(i>l)  -W<  smO(  /  —  a  )-   -—  > 


/:>  k  -f-  g  <'<>>' 


I  2  k  -f-  # i 
(/o         \/  A' si  il 


Telle  doit  rire  la  vitesse  de  rotation  du  tube;  elle  est 
en  raison  inverse  tl u  temps  compte  à  partir  d'une  ori- 
gine antérieure  de  a  aux  circonstances  initiales. 

Pour  t  —  <>i  on  doil  avoir  en  outre 

r„      /.-.     .-.        (jjj  I         ■'■'. 
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c'est-à-dire  que  la  position  et  la  vitesse  initiale  du  mo- 
bile dans  le  tube  doivent  être  les  mêmes  que  s'il  était 
parti  sans  vitesse  initiale  du  point  O  avec  l'accélération 
2Â,  à  cette  époque  antérieure,  le  tube  restant  immobile. 
Il  est  facile  d'avoir  l'équation  de  la  courbe  décrite  sur 
un  plan  perpendiculaire  à   l'axe    par  la  projection   du 

mobile  : 

•p  =  rsinô  =  k  sinQ(2  -+-  a)2, 


d'où 


h.  k  -+-  x  oos  0       £  + 
\  k  sin  0  a 


7. 


VÀsln 


o 

COS  u 


En  éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  on  a 


p  =:  A"  a-  sinOe  , 

équation  d'une  spirale  logarilbmique  dont  l'angle  a  pour 

,  cosO 
tangente  - 


1  4  /2  k  +  A'"  ' 

2  y  Â  sin 


2°  Conservant  pour  le  mouvement  de  rotation  du  tube 
la  loi  trouvée 


/ik-+-  gcosb 

do) 

y          k  si  ii  0 

de 

f  +  a 

et  ne  faisant  aucune  liypotbèse  sur  les  circonstances  ini- 
tiales, on  a,  pour  déterminer  le  mouvement  du  mobile 
daus  le  tube,  l'équation  différentielle 

d-r        2  k  -h  A'CosB 
On  en  coimait  une  intégrale  particulière 


(  '-'-34  ) 
on  aura  l'intégrale  générale  en  lui  ajoutant  1  intégrale 
de  l'équation  sans  second  membre 

d2r        i  k  -+-  ^cosO 


/'  =  o. 


dV-  £(£-+- a)'2 

Pour  intégrer  cette  dernière  équation,  posons 

r  m  çSudl 

elle  devient 

du         .       ik  -h  #cosO 

(-  m2  —  — 2 , 

rfr  A-(^-f-a)2 

ou,  en  posant  t  -f-  a  =  t i , 

ir 

.  2  H-  2.  COSÔ 

a«  .  A 

s;  +  "  = — jj — ' 

équation  qui  rentre  dans  celle  de  Riccati. 
Si  l'on  pose 

elle  devient 

!-f--(ï-),==ir; 

o        u 
d'où,  en  posant,  pour  abréger,  y  -4-  y  cosO  =  m2,  et  in- 

4        A 

tégrant, 

i 
m  H \-  z 

L =  2  m  L  tï  -+■  LC, 

/TC 2! 

2 

i      ___  ///(G/;"  —  t;m) 


//  r// 


Gt?  +/,"'  a   / 


I 
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C  et  B  étant  des  constantes  arbitraires. 
Enfin,  posant  BC'rs  A,  on  a 


1 


dr  '  _        /  i  \ ,  j.  j  .  »»-  5 

m jB(J-ha)     V       Vj 

Si  /'o  et  ^o  sont  les  valeurs  initiales  de  /•  et  de  <>,  on  a 


i 

/•0=z:/ca2+Aa'"+i-hBa 


/  A  ,.     \m+\) 


cl)  =  2h+     niH —    Àa      2  —  \m )Ba 

d'où  l'on  tire 

(  m J  (  /'0  —  A"  a2  )  -+-  a  (i'0  —  2  A"  a  ) 


A  = 


i 


(  m  H )  (/"o  —  A'  a2)  —  a  (  çQ  —  2  A  a  ) 

B=^ L TÛTm 

2  m  a    v      -' 

Discussion.  —  On  a 

3                 i                        i 
///>►-»      m-\ —  >•  2 ,     m >  i  • 

2  2  2 

Le  terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  la  valeur  de  /*  ou 
de  v  est  donc  celui  qui  a  pour  coefficient  Aou(»H —  )  A, 

De  plus,  t  croissant,  les  deux  premiers  termes  dans  les 
expressions  de  r  et  de  y  croissent,  et  le  dernier  décroit. 

Donc  si  A  est  positif,  r  et  v>  croîtront  indéfiniment  à 
partir  de  leurs  valeurs  initiales  /•„  et  r„  ;  le  mobile  mon- 
tera indéfiniment  avec  une  vitesse  croissante. 
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Si  A  est  négatif,  /  et  v  finiront  par  devenir  négatifs-, 
par  conséquent,  si  r0  et  v0  sont  positifs,  le  mobile  mon- 
tera jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soit  nulle;  on  déterminera 
le   temps  t{  correspondant,  en  égalant  à  zéro  la  valeur 

de  -j-,  puis  on  reportera  cette  valeur  dans  l'expression 

de  /',  ce  qui  donnera  le  point  le  plus  haut.  A  partir  de 
ce  moment,  le  mobile  redescendra,  passera  au-dessous 
du  point  O,  et  s'en  éloignera  indéfiniment  vers  le  bas 
avec  une  vitesse  croissante. 

Pour  établir  la  loi  de  rotation  du  tube,  nous  avons 
supposé  que  le  mobile  était  au-dessus  du  point  O. 

S'il  était  au-dessous,  il  faudrait  dans  l'expression  de 

du    ,  ,     ,.  .  .  ! 

—  changer  g  en  —  g,  la  direction  positive  étant  vers  le 

bas.  On  aurait  à  faire  un  calcul  tout  à  fait  semblable  au 
précédent. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE 
SPÉCIAL  EN  1880. 


É  PREUVES      ECRITES 


Algèbre  et  Géométrie. 


Les  cotés  «,  h.  c  d'un  triangle  sont  en  progression 
géométrique  et  satisfont  en  outre  à  la  proportion 


a 


calculer  les  angles  de  ce  triangle 


(  )n  résoudra  par  approximations  successh  es  l'équation 
numérique  «lu  problème,  el  l'on  rendra  compte  desrcla- 
tions  qu'on  aura  remarquées  entre  le>  angles  ronclus 


(  •■'••"•;  ) 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  deux  plans  verticaux  se  rencontrant  sous  un 
angle  quelconque.  Par  un  point  de  leur  intersection,  on 
fait  passer  une  série  de  plans  coupant  les  deux  premiers 
suivant  deux  droites  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 
Construire  la  trace  horizontale  du  cône  enveloppe  de  ces 
plans  et  reconnaître  la  nature  de  ce  cône. 

Mécanique. 

Calcul  d'un  volant  dans  le  cas  d'une  manivelle  à  simple 
effet.  On  suppose  constantes  la  puissance  et  la  résistance, 
et  l'on  ne  tiendra  pas  compte  de  l'obliquité  de  la  bielle. 
La  machine  est  de  dix  chevaux  et  le  nombre  de  tours  de 

l'arbre  est  de  3o  par  minute,  coefficient  de  régularité  - — 

La  vitesse  du  volant  à  sa  circonférence  moyenne  ne  doit 
pas  dépasser  i2ra  par  seconde. 

ÉPREUVES    ORALES. 

algèbre  ou  Trigonométrie . 

1.  Questions  de  maximum  et  de  minimum. 

2.  Construction  et  usage  des  Tables  trigonométriques 
en  se  bornant  aux  Tables  à  cinq  décimales. 

3.  Principales  formules  usuelles  de  Trigonométrie,  ma- 
nière de  rendre  une  formule  calculable  par  logarithmes. 
Applications  numériques.  Insister  sur  la  disposition  des 
calculs. 

4.  Application  de  la  Trigonométrie  au  lever  des  plans. 
(On  ne  reviendra  pas  sur  la  résolution  des  triangles  qui 
a  fait  l'objet  d'une  leçon  antérieure,  et  l'on  indiquera  le 
degré  de  précision  des  résultats.  ) 

5.  Première  leçon  de  Trigonométrie . 
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6.  Résolution  des  équations  du  premier  degré  à  plu- 
sieurs inconnues.  Problèmes  qui  conduisent  à  des  équa- 
tions de  ce  genre.  Applications  numériques. 

7.  Résolution  des  triangles  quelconques. 

8.  Première  leçon  d'Algèbre. 

9.  Construction  et  usage  des  Tables  de  logarithmes. 

10.  Résolution  des  équations  du  premier  degré  à  une 
inconnue.  Problèmes  qui  conduisent  à  des  équations  de 
ce  genre.  Applications  numériques. 

H.  Intérêts  composés.  Remboursement  d'une  dette 
par  annuités.  Problèmes. 

Gtèomét rie  descriptive . 

1.  Vis  à  filet  triangulaire.  Tracé.  Ombres.  Construc- 
tion et  applications  industrielles  de  ces  vis. 

2.  Ombres  de  la  niche.  Indications  pour  le  lavis. 

3.  Premières  notions  de  perspective.  Perspective 
d'une  figure  située  dans  un  plan  horizontal. 

\.  Des  surfaces  gauches  en  général.  Classification  de 
ces  surfaces  d'après  leurs  modes  de  génération. 

Manière  de  les  construire  dans  lés  arts.  Passer  en  re- 
vue leurs  principales  applications. 

o.  Des  surfaces  de  révolution.  Manière  de  les  produire 
dans  les  arts.  Principales  surfaces  de  ce  genre  usitées 
dans  les  arts. 

6.  Des  surfaces  développables  en  général.  Classifica- 
tion de  ces  surfaces.  Manière  de  les  produire  dans  les  arts. 
Passer  en  revue  leurs  principales  applications. 

7.  Intersection  des  deux  cylindres.  Application  aux 
arts. 

8.  Perspective  d  une  porte  avec  perron* 

î).  Vis  à  lilet  carré.  Tracé,  ombres,  usages  industriels. 
fabrication  industrielle  tirées  vis. 


(  *h  ) 

10.  Sections  planes  des  principales  surfaces  gauches. 

11.  Porte  en  talus,  rachetant  une  voûte  cylindrique. 

Mécanique. 

1.  Lois  du  frottement.  Frein  de  Prony. 

2.  Locomotives. 

3.  Roues  hydrauliques  à  axe  vertical. 

4.  Théorie  des  engrenages.  Application  à  un  cas  par- 
ticulier au  choix  du  candidat. 

5.  Du  travail  des  forces.  Force  vive. 
Equi valent  mécanique  de  la  chaleur. 

6.  Rotation  des  corps.  Force  centrifuge. 

7.  Etude  des   mouvements  uniformément  accélérés. 
Chute  des  corps.  Mouvement  des  projectiles. 

8.  Roues  hydrauliques  à  axe  horizontal. 

0.  Machines  à  vapeur  à  basse  pression. 

10.  Détente  de  la  vapeur.  Moyens  de  la  produire. 
41.  Mouvements  relatifs.  Principe  de  l'indépendance 
des  mouvements  simultanés.  Applications  diverses. 

ÉPREUVES    PRATIQUES. 

1.  Lavis  de  la  perspective  du  trou  de  loup  (4h)# 

2.  Détermination  des  coordonnées  du  Trocadéro  (4h)- 

3.  Lever  de  machines  à  l'usine  Cail  (4h)* 
Mise  au  net  au  lycée  Saint-Louis  (3h). 


QUESTIONS. 


1100.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  quelcon- 
que O.  On  prend  les  symétriques  a,  Z>,  ede  ce  point  par 
rapport  aux  milieux  de  RC,  AC,  AB.  Démontrer:  i°  que 
les  droites  Art,  B/>,  Ce  concourent  en  un  même  poinl  P: 


(  Mo  j 

i°  que  la  droite  OV  tourne  autour  d'un  point  fixe  E, 
lorsque  le  point  0  se  meut  d'une  façon  quelconque } 
3°  que  le  point  E  divise  OP  dans  un  rapport  constant. 

(n'OcAGKE.  ) 

1401.  Soit  f/p  le  quotient  de  la  division  de  n  par  p. 
On  a 

—  qx  H-3^2-+-5çr8-H  ...  H-  {in  —  i)qn. 

(E.  Césaro.) 

1402.  La   somme  des  pièmes  puissances  des  diviseurs 
de  7i  est  égale,  en  moyenne*,  à 

'"■(■  +  ^  +  3^;  + 

(  E.  Césaro.  ) 

1403.  a,  b,  c,  ...   étant  les  diviseurs  de  /*,  on  a,  en 
moyenne, 

P       .       P       .       P       .  —  i   •    '    ■    *    •  •    T 


<7  +  /?        b  -\-  p        c  -+-  p  2        3  /; 

(E.  Césaro.) 


EKKATA  DES  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  M  1IH0Y 


Page  398,  première  colonne  Oiff.,  pfemière  ligne  en  remontant, 

ou  lieu  de  33o,  lisez  33i. 

Page  '|i',  troisième  colonne  Di(f..  première  ligne  en  remontant, 

ou  lieu  de  1  ')<'.  //vc   1  ')-. 

des  fautes  «Mil   «'ti''  signalées  par   M.   P.   Barbarin,   professeur  «le 
Mathématiques  au  lycée  <l<%  Toulon. 
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SLR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  LOGARITHMES 
ET  DES  EXPONENTIELLES; 

Par  M.  Maurice  D'OCAGNE, 
Élève  (!<;  l'École  Polytechnique. 


(0 


Considérons  le  développement  d'une  fonction  f(x) 
suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  fonction  quel- 
conque &(x)  de  la  variable 

j  f(x)  —  A0-f-  Ai<p(a?) 

I  -h  A2cp(^)2  -H.  .  .-+-  A„'f  (J7)w-H.  .  ., 

et  proposons-nous  de  trouver  le  développement  de 
logy(jr)  suivant  les  puissances  de  v[x) 

(2) 

I  H"  «2?(^)2  -+-■  •  -H-  ««<?(#)" -H-  •  •  - 

en  supposant  ces  deux  développements  convergents 
pour  la  fonction  "-d(x)  choisie. 

On  voit  d'abord  immédiatement  que 

a0  =  logA0. 

Cherchons  maintenant  la  valeur  d'un  coefficient  quel- 
conque an.  A  cet  effet,  dérivons  l'expression  (1)  par 
rapport  à  x 

/'(x)       kxyr(x)  4-2At<p(a?.)<p'(d?)-K  . . 

4-  nkn^{x)n-1^'{oc)  ■+- 

Par  suite, 

X     lf(x)~  Ao-hA1«p(d?)-h...-hA„cp(a?)«  +... 

Dérivons  maintenant  l'expression  (2)  par  rapport  kx 

(4) 


77^        =  aiV'(x)  -j-2ai^(x)o'(x) 


Ann,  de  Mathém.,  3e  série,  t.  I  (Juin   1882).  16 
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Les  premiers  membres  de  (3)  et  (4)  étant  identiques, 
il  en  est  de  même  des  seconds  ;  nous  aurons  donc,  après 
avoir  divisé  de  part  et  d'autre  par  s;(.r), 


A,  -h  2Â,  cp(a?)  4-. .  .H-  nkn'^(x)n-ï  4-.  .  . 

=:  [<Zj  4-  2tf2'f  (a?)  -+-•  '•  -4-  IMZA?  (-^)a_1 

x  [A04-  Ajo(^)  -h.  .  .-h  À.B«p(a?)*-K  , 
L'identification  des  deux  membres  donne 
A,  =    «,A0, 

2Â2  —  2fl,A0+      ^iA,, 

3A3  =  3«3A0  -+-  2 «2 A,  h-  r/,  A2< 


-F...] 


Kl 


«A„  =  /ia„A0  -h  (n  —  i)a„_,  A,. 

4-  (w  —  2)<7„_2A2  4-.  .  .  +  a1A„_1. 

Pour  tirer  de  là   la  valeur  de  a«,  prenons  les  n  pre- 
mières équations  et  écrivons-les  comme  suit 

A0(7!        -h  0<72  +oa3  +,..  +  o«fl        =    A,, 

Aja,      +2A0a,      4-o«3  +...  +  oafl       =  aÂs, 

A2a,       H-  2  A,  a2      4-3A0<73      -t-...  +  oafl       =  3  A  . 


Art_,«,  4-  2A„_2«2  -h  3A„_,a3  4-. . .-+-  /*A0tf„  —  nAm. 

De  là  nous  tirerons  pour  la  valeur  de  a,n  en  remar- 
quant (jue  le  déterminant  qui  forme  le  dénominateur  se 
réduit  à  sa  diagonale, 


V. 

o 

0 

0 

A, 

A, 

^0 

(»            .  . 

0 

1  \ 

A, 

•\, 

3A0 

l  » 

\, 

\ 


,     3  \ 


A„   i     a  \  3  \„  , 


(  n  -        \ ,     (  //  -    i  |  \  . 
(  n       i  i  \ ,  ri  A 


n  \ 
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Telle  es i.  la  formule  (jni  résout  le  problème. 
Comme  application,  nous  allons  en  déduire  le  déve 
loppement  classique  de  Iog(i  -f-  x). 
Dans  ce  cas,  nous  avons 


A0=ri.,     A,  =i. 
Tous  les  autres  coefficients  A  sont  nuls.  ?Sous  avons 


alors 


<i. 


log  V, 


o, 


et,  par  application  delà  formule  précédente, 


(I  : 


\  O  o 

I  2  O 

o  2  •  ! 

o  o  3 

O  O  <> 

O  O  '  ) 


0 

i 

o 

o 

O 

0 

O 

0 

//  — 

i 

0 

n  — 

i 

0 

1.2.3.  .  .Il 

(—  i)"^1   1.2.3   ...   (n   —  I) 


[.2.3...  // 


(-1) 


//  +1 


C'est  bien  la  formule  connue. 

Il  est  parfois  plus  facile  de  développer  le  logarithme 
d'une  fonction  que  cette  fonction  elle-même;  c'est  ce  qui 
a  lieu  en  particulier  pour  le  développement  de  l'intégrale 
eulérienne  F(.r),  suivant  les  puissances  croissantes  de 
[x  —  î).  On  peut  donc  avoir  à  traiter  le  problème  in- 
verse de   celui    que    nous    venons   de   résoudre.  On    a 

d'abord 

A0  —  e"><. 

Il  faut  maintenant  des  équations  [a]  tirer  la  valeur 
de  A„  en  fonction  des  a.  A  cet  elVct,  nous  prendrons  les 


{■->-\\  I 

n  premières  de  ces  équations  et  nous  les  écrirons 


—  at  A,  4- 
—  2  #2A,  — 


oÀ2-h 

2A24- 
«iA2  + 


oA3  -...-o.\„-  a]  V, 
oA3 -+-... H- oArt  —  2a2  A0 
3  A3  +. . .  4-  o  A„  =  3«3  A0, 


■(m  — i  )«.,_,  A,  —  (/»  — 2)a„_2A2  —  (w— 3)a„_3A3 
d'où  nous  tirons 


4-  nkn  =  nattAJ 


A*  = 


I 

o 

—  «, 

2 

—  2a2 

—  «1 

o  r/, 

o  ao* 

o  3  <?3 


— (n — 2)a/l_2     — (/i — 3)a,,_3     — (« — 4)a„-k     ...     /? — i     (n — i)an   \ 
— (n — i)a„   j     — (n — 2)<zre_2     — (jï — 3)an_3     ...     — a<  /m„ 


I  .  2  .  3  .  .  .  /i 

Comme  vérification  de  cette  formule,  nous  allons  en  dé- 
duire le  développement  de  e*.  Il  suffit  de  faire 

a,  =  i, 

et  tous  les  autres  a  nuls,  ce  qui  donne 


I 

o 

o 

0 

i 

—  I 

2 

(>       .  . 

0 

o 

o 

—   I 

3      .. 

o 

0 

o 

O 

0 

n  —  i 

0 

0 

0 

o 

—  i 

0 

n 
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qui  est  bien  la  formule  connue. 


1.2.3 
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SOLUTION  DE  LA  QIESTIOX  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
PHOPOSÉE  Al  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1870  ; 

Par  M.  GAMBEY, 
Professeur  au  lycée  de  Saint-Etienne. 


On  donne  un  Ivyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  A . 
On  considère  un  paraboloïde  circonscrit  à  V Ivyperbo- 
loïde et  Ici  (jue  le  plan  P  de  lu  courbe  de  contact  passe 
par  le  point  A;  soit  M  le  point  d'intersection  de  ce 
paraboloïde  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par 
le  point  A;  soit  Q  le  point  de  rencontre  du  plan  P 
avec  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P 
par  rapport  à  Vhyperboloïde. 

Le  plan!?  tournant  autour  du  point  A,  on  demande  : 

I  °  Le  lieu  du  point  M  \ 

2°  Ije  lieu  du  point  Q  :  ce  second  lieu  est  une  sur- 
face du  second  degré  S  que  l'on  discutera  en  faisant 
varier  la  position  du  point  A  dans  l'espace  ; 

3°  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A 
pour  que  la  surface  S  soit  de  révolution, 

L'hyperboloïde  donné,  rapporté  à  son  centre  et  à  ses 
axes,  ayant  pour  équation 

./•-  )'         z- 

u-         It-         c- 

si  je  transporte  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à 
eux-mêmes,  de  manière  que  la  nouvelle  origine  soit  au 
point  donné  A  (a,  ,3,  y),  l'équation  précédente  deviendra 

(I)    i£^+.y^-(-i^-,=o. 


(  M<5  ) 
Celle  du  plan  Psera 

Ix  -h  m  y  -f-  nz  —  o, 

/,  m,  71  étant  des  paramètres  arbitraires. 

Si  je  désigne,  pour  abréger,  par  S  le  premier  membre 
de  (i),  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre,  circon- 
scrite àl'hyperboloïde  suivant  la  courbe  de  contact  déter- 
minée par  le  plan  P  dans  cet  byperboloïde,  sera 

À  S  —  (Ix  -+-  my  +  «;)2  =  o, 

et,  pour   qu'elle    représente    un    paraboloïde,    on    a  la 

condition 

A2 (a2/2  4-  &2m2  —  c2/is  —  À )  —  o. 

Le  facteur  \2,  égalé  «à  zéro,  donnerait  un  plan  double. 
L'autre  facteur  donne 

X=rzrt2/2-h  bhn*  —  c2tr. 

et  l'équation  du  paraboloïde  devient  alors 

(2)  (a2l2  -h  b*m*  -c2/*2)S  —  (Ix-hmy  -~//r)2  —  o. 

I.  Lieu  du  point  AI.  —    Les   diamètres   du  parabo- 
loïde (2)    étant  conjugués  du  plan    P,    celui  qui    {> 
en  A  a  pour  équations 


(3) 


7? 

— 

—  — 

/ 

m 

II 


Le  lieu  du  point  M  où  le  diamètre  3  rencontre  le 
paraboloïde  (2)  s'obtiendra  en  éliminant  /.  ///  et  //  entre 
les  équations  (2)  et  (3),  ce  qui  se  fait  immédiatement  eu 
substituant  à   ces  paramètres  les  quantités  proportion- 


nelles     ,  •  .  ,  > ; 


L'équation   obtenue  se  décompose   en    deux    autn 


i  ■■■>>-,  I 


savoir 

V*         z1 

â*  +  7?    ~  c1  ~ 

=  0, 

2  a.r          2  8  K          2  7  -           a8 

1                                     1              1 

bl 

{ 

a2            £2            c2          a2 

c 

La  première  représente  le  cône  asymptote  de  l'byper- 
boloïde  donné,  transporté  parallèlement  à  lui-même  de 
manière  que  son  sommet  vienne  en  A.  C'est  une  solution 
singulière  correspondant  au  cas  de  \  =  o. 

Le  plan  représenté  par  la  seconde  équation  est 
parallèle  au  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'iiy— 
perboloide  et  se  confond  avec  le  plan  tangent  en  A  «à  cette 
surface,  quand  le  point  A  est  sur  l'bypcrboloïde. 

Si  le  point  A  est  situé  au  centre  de  l'hy perboloide,  ce 
deuxième  lieu  est  rejeté  à  l'infini. 

II.  Lieu  du  point  Q. —  Soient  x0,  y0,  zft  les  coordon- 
nées d'un  des  points  M  du  lieu  précédent,  et  .r,,  j  , ,  zs 
celles  du  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  l'byperboloide 
donné. 

Les  équations  delà  droite  qui  joint  ce  pôle  au  point  M 

sont 

, .                     x      Xq         y       )  0         ~-       -3,) 
( ,  )  _ —  _ _  —  _ _ . 

X\       Xq        yl       )  0        s'i       z0 
Cette  droite  rencontre  le  plan  qui  a  pour  équation 

(  5  )  Ix  -+-  ni  y  -+-  nz  —  o 

en  un  point  qui  appartient  au  lieu  cberché. 

Mais,  si  l'on  identifie  l'équation  (5)  avec  celle  du  plan 
polaire  du  point  (,r,,  j}  , ,  ",)  par  rapporta  l'byperbo- 
loïde,  on  obtient  les  relations 

<a\  J?t  +  a  _  ,rt  -+•  ?  _  zi  -+-  y 

s^  +  q)        Hyi±})        T(-iH-y) 
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et  l'on  a  en  outre 

(8) 


aH        b~m        c2/i 

(9)  -^-^-yr      -*r  +  *  =  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

*2        "2        Y2  i 

a2         />-        c- 

11  faut  éliminer  les  coordonnées  de  M,  celles  du  pôle 
du  plan  P  et  les  rapports  de  deux  des  coefficients  /,  ///,  n 
au  troisième,  entre  les  équations  numérotées  de  (  4  )  à  (  9  )  • 

De  (6)  et  (8)  on  déduit  immédiatement 

x^  H-  a         y,  4-  3         s,  -+-  7 


#, 


ce   qui   exige,  pour  que  les  équations  (7)  et  (9)  soient 
compatibles,  que  l'on  ait  encore 

2XU  -+-  /»'  (xx  -h  a)  =  o. 

2J'o  +  *  0', -+-  P)  =0, 
230   H-  k(zt  -+-7)  =0. 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  a:,,  ri,  "1  c>,i  fonction  de 
«^"oî  ?  07  -0  et  substituant  dans  les  équations  (4),  on  en 

déduit,  si  l'on  désigne  par  -  la  valeur  commune  des  trois 
rapports  (4)« 

k 

^=A-(V-,)-,(:J'r  ■*)• 

(,0)  <^-"Â-(;x-Â,)--/!X-V         P)' 

T)- 


/.  1  ;j-        1  ) 

D'autre  part,  si  l'on  substitue  a  /.  ///.  w  dans  (5)  les 


(  *4g  ) 

quantités  proportionnelles    p     ','  et  -  -2-j>  il  \  î<mi t 

Il  ne  reste  plus  qu'à  porter  dans  (9)  et  (11)  les  valeurs 
(10)  de  i'o,  y{).  z0  pour  obtenir  les  deux  équations 
suivantes 

/'2a.r         2  3  V         27  z  \  . 

X*         r1        z2\  x.r         P.r 


entre  lesquelles  u  s'élimine  immédiatement.  On  obtient 
ainsi 

a.r          3  y     ^  7 

^7?  +  b*  ~  ~c\ 

Z  2  Va7  +  ï1  "     c2         a1  '  '   //-   +  c- 

Le  lieu  du  point  Q  est  donc  une  surface  du  second 
ordre.  Cette  surface  passe  par  le  point  A  et  parla  courbe 
d'intersection  du  cône 

oc*        r2        p2 
a1        0-        c 
et  du  plan 

Elle  se  réduit  à  un  plan  double  quand  on  a  À"  =  o. 
Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  k  différent  de  zéro. 
Discussion .  —  L'équation  développée  du  1  ieu  du  point  Q 
peut  être  mise  sous  la  forme 

a-         '  /   a-        \   b'~  /  b- 


•  >  y- 


r 


B- 


r-  /  c-         0-c2, 


(   2  5o  ) 
Les  équations  du  rentre  se  ramènent  aisément  à  cel- 
les-ci 

x       y    _z  k 

a  "  "p  "  "  y  "  2  (  A  h-  2  ) 

Le  centre  de  la  surface  S  est  donc  situé  sur  la  droite 
qui  joint  le  point  A  au  centre  de  l'hyperboloïde  donné. 
Supposons  l'équation  de  S  ramenée  à  la  forme 

S1X--hS2Y24-S3Z2=H, 

et  calculons  le  terme  connu  H.  INous  obtiendrons  facile- 
ment 

4(A-f-2) 

11  faut  maintenant  déterminer  les  signes  des  coeffi- 
cients S(,  S2,  S3,  qui  sont,  comme  on  sait,  les  racines  de 
l'équation  en  S. 

Prenons  cette  équation  sous  la  forme  connue 


o. 


B-(S  —  a,)        B'-(S  —  bx)       B"-(S-c,)        BB'B 

où  nous  faisons 

IV  B"                 .;       B  B       ,               .         BB' 
\ g—  —  au     A j-'—bx     et     A ^jr=ci. 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  nous  avons 

k       ,  k  k 

a-  o-  c- 

et  ré(iuation  en  S  de\  ienl 


%• 


QS 


a*  />v                  e'              i 

(12)  —77  "^ 77  H"  JF*~â=°* 

/i  /•                      /• 

•s      -  —  S  -t-  -rj         S     -  - 

r/-  ,V                            <•" 

Supposons  -/-'      /»-  el  distinguons  Les  deux  cas  de  /. 

ci  /,    ;  o. 
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/ 

î"  A  >o.     —   En    faisant    varier   S   do  — — ;  -h  z    à 

^  b- 
/- 
-  —  s',  s  et  ô'  étant  des  quantités  très  petites,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (12)  passe  du  positif  au  né- 
gatif en  restant  ii ni  et  continu;  il  y  a   donc   une   racine 

négative  comprise  entre  —  —  et -•  Si  S  varie  en- 

5  l  b-  a- 

suite  de  zéro  à  —  —  s/;,  le  premier  membre  de  (12)  varie 


rrn  - 


de    —.  -j  quantité  positive,  jusqu'à  une  quantité  néga 

2  r\ 

...  ...  ,  k 

tive  ;   il  y  a  donc  une  racine  positive  entre  zéro  et  —  • 

Enfin  on  s'assure  aisément  qu'il  y  a  une  autre  racine  po- 

k 

sitive  supérieure  à  —  ■  Comme  le  terme  H  est  alors  posi- 
tif, la  surface  S  est  uu.hyperboloïde  à  une  nappe. 

20    À<^o.   —    11   y    a   une  première   racine   entre  — 

et -•   Pour  déterminer  son  signe,  faisons  S  =  o.  Le 

a-  b 

premier  membre;  de  (12)  devient j~-  Si  l'on  a 

k  H-  2  <  o, 

cette  quantité  étant  alors  positive,  la  racine  considérée 

,       .        ,.                                      ...                       k 
est  négative.  II  y  a  en  outre  une  racine  positive  entre 

k  .  .  .  ,  • 

et  —  —  -,  et  une   autre,  aussi  positive,  plus  grande  que 

—  y:,  •  Cette  dernière  reste  positive;  quel  que  soit  le  signe 

de  À  -f-  2.  Donc,  pour  k  H-  2  <  o,  les  trois  racines  de 
l'équation  en  S  sont  positives,  et  comme  alors  H  est  aussi 
positif,  la  surface  est  un  ellipsoïde  réel. 

Mais,  pour  À  -+-  2  >-  o,  deux  racines  étant  positives  et 
l'autre  négative,  comme  on  a  alors  M  ^>  o  si  A  -f-  1  ^>  o, 
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et  li  <<  o  si  A  -f-  i  <C  o,  il  en  résulte  que  la  surface  est 
un  hjperboloïde  à  une  nappe  si  h  -f-  i  >>  o,  et  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes  si  h :  -\-  i  <^o. 

Pour  A"+i=  o,  la  surface  est  un  cd/ze  réel. 

Il  reste  à  examiner  l'hypothèse  k  -+-  i  =  o. 

Dans  ce  cas,  le  centre  est  à  l'infini  sur  la  droite 


x        y 


La  surface  est  alors  un  par  aboi  oïde. 

Pour  z  =  o,  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
surface  S  devient 

<xx       ?v\~ k  / x*       y-        ix        ?y\ 

~â*  +  7p)  ::2\^  +  1?  ~~  ~a^  ~  ~b-  I  ' 

équation   d'une  ellipse    dans   l'hypothèse  de  A  = — 2. 
Donc  la  surface  est  alors  Un paraboloïde  elliptique. 

Remarque.  —  Dans  la  discussion  qui  précède,  la  sur- 
face S  se  trouve  rapportée  à  des  axes  de  directions  fixes, 
mais  dont  l'origine  est  variable  :  cela  ne  peut  en  rien 
changer  la  nature  de  la  surface  discutée. 

Interprétation  géométrique  du  résultat  de  la  discus- 
sion. —  Revenons  aux  axes  primitifs  de  coordonnées  par 
rapport  auxquels  nous  regarderons  oc,  j,  v  comme  des 
coordonnées  coulantes.  La  relation/»  -h  1  =0  représente 
alors  le  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  donné  et  la 
relation  À  -f-  1  =  o  son  hvperboloide  conjugué. 

Donc  : 

Si  le  point  A  est  situé  à  l'extérieur  du  cône  asymptote 
de  L'hyperboloïde  donné,  la  surface  S  est  un  hyperbo- 

loïde   à    une   nappa: 

Si  ce  point  est  sur  le  cône  asymptote,  la  surface  S  est 
un  cône  réel  ; 

S'il  est  situé  à  l'intérieur  du  cône  asymptote,  mais,  par 


(  253  ) 
rapport   à  l'hyperboloïde   conjugué    de    l'hyperboloïde 
donné,  dans  la  même  région  que  ie  centre,  la  surface  S 
est  un  hjpcrboloïde  à  deux  nappes' 

S'il  se  trouve  sur  l'hyperboloïde  conjugué,  la  surface  S 
est  un  paraboloïde  elliptique  ; 

Enfin,  si  le  point  À  est,  par  rapport  à  l'hyperboloïde 
conjugué,  dans  la  région  où  ne  se  trouve  pas  le  centre, 
la  surface  S  est  un  ellipsoïde  réel. 

11  a  déjà  été  dit  que,  si  le  point  A  est  sur  l'hyperbo- 
loïde donné,  la  surface  S  est  un  plan  double. 

III.  Conditions  pour  que  la  surface  S  soit  de  ré- 
volution. —  Les  trois  quantités  rz,,  />,,  ct  ne  pouvant 
être  égales  que  si  k  =  o,  auquel  cas  elles  sont  nulles,  il 
faut  exprimer  que  deux  des  coefficients  des  rectangles  des 
variables  sont  nuls  «à  la  fois.  Cela  arrivera  pour  y  =  o, 
par  exemple.  Mais  on  doit  avoir  en  outre  la  relation 


a-  62 

\a2  ' 

c-J  a-        \a-        c- )   b' 

i  —  +  Ta 
\a-        c- 

X 

-( 

f  i 

i  \  ««        /  i          i  \  p2         i 

c-J  a*  +  \b*  "    c-J  b-  +  b- 

*i\ 

qui,  abstraction  faite  d'un  facteur  constant,  se  décompose 
en  deux,  savoir 


a2         p2  a2  — C2    a2         b2—  C*    (32 

La  première  rentre  dans  l'hypothèse  #  =  o.  La  se- 
conde représente  une  conique  dans  le  plan  des  a[3. 

Les  hypothèses  (3  =  o  et  a  =  o  donneraient  deux  autres 
coniques  ayant  pour  équation  dans  leur  plan 


a2  _+_  b1    ^2  /,2__C2    ^2 

a2—/;2  ô2  +    62H-c2  c2 

a2 -j-  62     JP        a2— c2  y 

-  as  ■+-  b2  b*  +  a24-c2  c 


^_  _i— o, 


(  a54  ) 

En  supposant  a~^>b-,  nous  aurons  «à   distinguer  les 

trois  cas  de 

c2<b2,     b2<c2<a2,     a2<c2. 

i  °  c2  <^b2.  —  Les  coniques  situées  dans  les  plans  des  aj 
et  des  av  sont  des  ellipses  réelles,  et  celle  qui  est  située 
dans  le  plan  des  [âv  est  une  hyperbole. 

2°  b2<^c2<^a2.  —  Les  trois  coniques  sont  des  hyper- 
boles. 

3°  a2<^c2.  —  Les  coniques  situées  dans  les  plans  des 
a[3  et  des  (3y  sont  des  ellipses  imaginaires;  celle;  qui  est 
située  dans  le  plan  des  ay  est  une  hyperbole. 

Note.  —   M.   Gamtîey   .i   également  résolu  la  question   <le  liccure 
dont  une  solution  a  déjà  paru  (2e  série,  t.  XX,  p.  S-). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MÉCANIQUE  ÉLÉMENTAIRE 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1879-, 

Par  M.  GAMBEY. 


Une  latne  homogène,  pesante,  et  d'une  épaisseur 
infiniment  petite,  a  la  forme  d'un  demi-cercle  ABC: 
elle  est  soutenue  par  un  fil  attaché  aux  extrémités  du 
diamètre  AB,  et  (/ni  passe  dans  un  anneau  fixe  infini- 
ment petit  O. 

On  demande  de  déterminer  les  positions  d  équilibre 
de  la  lame  et  de  reconnailre  dans  quels  cas  cet  équi- 
libre est  stable  ou  instable. 

On  donne  la  longueur  l  du  fil,  le  faj  on  \\  du  demi- 
le  YCB  et  le  poids  V  de  Ici  lame. 

(  On  négligera  le  poids  du  fil,  ) 

Nota.  —  Pour  reconnaître  si  l' équilibre  est\stable  ou 
instable,  on  pourra  chei  citer  pour  quelles  positions' de 
la  lame  la  distance  du  centre  de  gravité (  i  de  cette  lame 


(  ^55  ) 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  Vanneau  O  est  un 
maximum  ou  un  minimum. 

On  reconnaît  aisément  que  la  verticale  du  point  de 
suspension  doit  faire  des  angles  égaux  avec  les  deux  brins 
du  fil. 

Cela  posé,  traçons  AG,  BG,  OG.  Les  triangles  AOG, 
BOG  donnent 

OG  AG  BG  OG 


sinOAG 

sinAOG        sinBOG 

sinOBG 

d'où 

sinOAG=  sinOBG 

et,  par  suite, 

OAG  =  OB  G ; 

par  conséquent 

OAB  =  OBA 

ou  bien 

OAG  +  OBG  =  i8o°, 

et  le  quadrilatère  OAGB  est  inscriptible. 

Il  y  a  donc  trois  positions  d'équilibre,  dont  deux  sont 
symétriques  par  rapport  à  la  verticale  du  point  de  sus- 
pension. 

Autrement.  —  La  recherche  des  positions  d'équilibre 
de  la  ligure  pesante  revient  à  construire  un  triangle, 
connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 
La  discussion  est  connue  et  l'on  retrouve  le  résultat  pré- 
cédent. 

On  a,  dans  le  quadrilatère  inscriptible  OAGB, 

0G.2R=:BGxA0  +  AGxB0  =  ÀGx  l. 
d'où 

OG  =  ™*1, 

i  w 
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et  comme,  dans  tout  quadrilatère  OAGB,  on  a 

OG  x  AB  <  BG  x  AO  +  AG  x  BO, 

il  en  résulte  que  OG  est  maximum  quand  le  quadrilatère 
OAGB  est  inscriptible.  Par  suite,  les  positions  d'équi- 
libre, symétriques  de  la  verticale  du  point  de  suspension, 
sont  des  positions  d'équilibre  stable.  La  troisième  est 
par  suite  instable. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Fauquembergue. 


C0NC01RS  GÉXÉRAL  DE  4880. 


MATHEMATIQUES    SPECIALES  } 

Par  M.  E.  DORLET. 

Élève    du   lycée    de   Dijon. 


Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  aj  uni  un 
point  de  rebroussement  O,  on  considère  une  suite  de 
points  A_,n  A_(rt_i),  .  .  .  ,  A_._>,  A_,,  A0,  A,,  A2,  •  •  •  ] 
A„_,,  A„,  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courbe  au  point  suivant  : 

i°  Etant  données  les  coordonnées  du  point  A0,  on 
propose  de  trouver  les  coordonnées  des  points  A  „,  A„. 
et  de  déterminer  les  limites  vers  lesquelles  tendent  ces 
points  quand  l'indice  n  augmente  indéfiniment . 

2°  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point 
limite  lorsque  la  courbe  du  troisième  degré  se  déforme 
en  conservant  le  même  point  de  rebroussement  ().  la 
même  tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constamment 
par  trois  points  fixés  l\  O,  lî. 

3°  On  étudiera  comment  varient  les  points  d'inter sec- 


(  ■"!  ) 
lion  (la  ce  lieu  et  des  côtés  du  triangle  PQR,  quand  les 
sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur  des  droites  pas- 
sa ni  par  le  point  (). 

i°  L'équation  d'une  courbe  du  troisième  degré  ayant 
un  point  de  rebrousseraient  à  l'origine  et  pour  tangente 
en  ce  point  l'axe  des  x  est 

Pr2—  aa=  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

p  =  A#-t-Bj+-C, 
a  =  x  H-  m  y. 

Le  point  a  =  o,  [j  =  o,  où  [1  =  o  a  avec  la  courbe  trois 
points  communs  coïncidents  est  Je  point  d'inflexion  et 
t3  =:  o  la  tangente  en  ce  point. 

Les  équations 


y 

I 

P        v> 

p 

a 

y 

—  t  y 

-  —  h1 

ou 

X3 

~  —  ~ 

—  — ? 

a 

À 

a 

A 

i 

prises  simultanément,  représentent  un  point  de  la  courbe. 
Nous  désignerons  par  xp,  y p  les   coordonnées   de  A», 
par  ay,,  f$p,  A^  les  valeurs  correspondantes  de  a,  (â,  A. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  (a0,  {30,  y0)  est 

-  SaaJ  ■+-  (3  r02  -h  2jP0/0  —  o. 
Oh 

>À;irr  —  3XJa-h  (ï()  —  o. 

Les  coordonnées  de  A,  devront  satisfaire  à  la  relation 

aXJjt  — 3X5«,  -4-^  =  0, 
ou 

2X3  — 3x;x,  h-xî=o, 

d'où,  en  supprimant  le  facteur  (),,  —  A0)2, 

X,  +  '}X0  —  o. 
Anv.  de  Wathéntac,  .'>'  série,  t.  1  (Juin    188a).  '7 
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De  même 

>,2  -f-  :>.'/. i  -    .».  X0  -+-   2À_,  —  O, 


X„  -+-  2  Xn_,  =  O,       A_n+i  -+-  2  À_„  =:  O. 

On  déduit,  en  éliminant  les  X  intermédiaires, 
À„  =  (—  2)"X0,      X_„  = 


(-2)» 


Les  coordonnées  du  point  qui  correspond  à  a  sont 
données  par 

A.x  -+-  By  -+-  C  —  X3y, 

.r  ■+-  wy  =  À  r. 
d'où 

(X3  —  A X  4-  Àm  —  B)  v  =  C, 

(  X3  —  A  X  -+-  A  m  —  B)  x  —  C  (À  —  m , . 

En  appliquant  au  point  A„,  et  remplaçant,  dans  le  ré- 
sultat considéré  comme  homogène  en  XjJ,  a;/  el  i.  ces 
trois  quantités  par  (30,  a0  et  1 0^  on  aura 

|  (  -  2)3»  %  —  (—  2)"  Va0  +  (A/M  -      H).v„]  .)„  =  C>  „ 
[(-  iYn%  -  (-  2  )"  A  *0  +  (\m  -  B)  v0]  xa 
.   =C[(—  2)»a0  —  //M0|. 

En  remplaçant  /•  par  - — n,  on  aura  les  coordonnées 
de  A   n. 

Lorsque  //  croit  indéfiniment,  \n  croit  indéfiniment 
en   valeur   absolue,    et    a  w  tend   vers  zéro*,  les  droites 


-  =  *î  et  ■- 

a  "  a 


r-j  -  =  V,",.  et  -  =  ; tendent  respee- 

/,.,      a  a  A_„  r 

ti vement  vers  les  droites  a  ^o  et  j  =  o,  [j  =  o  et  a=o; 
le  point  A,,  tend  vers  le  point  O,  et  le  point  A  .„  vers  le 
point  d'inflexion  de  la  courbe,  intersection  de.s  droites 
ol  =  o  et  3  =  O. 
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a°  Soient  (p)p(),  (</,'/),  (r, /'j  les  coordonnées  des 
trois  points  P,  Q,  II.  En  prenant,  avec  les  trois  condi- 
tions qui  expriment  que  la  courbe  passe;  par  ces  points, 
les  deux  équations  a  =  o  et  [i  =  o,  on  a  les  équations  qui 
donnent  un  point  quelconque  du  lieu, 

|  \/>  -+-  B//  -H  C)//2  -  (p  -h  mp'f  =  o, 

(Ay-hB^+C)^-  {q  +  mq'y  —  ù, 

(Ar+  Br'  -+-C)r'2    -(/•  +  mr'y=.o, 

A,/  -h  B/4-  G  =  p, 

x  -+-  my  =  o  ; 

d'où  l'on  déduit,  par  l'élimination  de/;/, 

Ax  H-  B  j-  -f-  C  =  o, 

(py—p'&Y 


\f)  +  ]y  +.(; 


^2^3 


(r  y  —  r'j;)3 


A/-  h-  B/*'  -h  C 


/•  *i 


2V3 


Fn  éliminant  A, B,  C,  et  supprimant  le  facteur  —  5   on 
a  l'équation  du  lieu 


O  .7 

(/>y  —  p'.vY 

P'% 

(qy  —  q'xf 


y    i 
p   p'    l 


<l   '/' 


I 


(  r  v  —  r'x) 


'  ^\1 


/•  - 


-  o. 


On  voit  que  la  courbe  passe  par  les  trois  points 
P,  Q,  R.  L'équation  est  du  quatrième  degré  ;  mais  elle 
est  vérifiée  pour  y  =  o  (l'hypothèse  y  =  o  rend  pro- 
portionnels les  éléments  de   la   première  et  de  la   troi- 
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sième  colonne).   En  ajoutant  à  la  première  colonne  la 
troisième  multipliée  par  .r3,  on  met  en  évidence  le  fac- 
teur j\  après  l'avoir  supprimé,  ajoutons  à  la  première 
colonne  la  seconde  multipliée  par  — 3:r2 .  Il  vient  ainsi 


p-r 
P 

q' 


p 

—.  y  —  6  x 


r 


P    P       » 


q      q        i 


T'x 


3  x 


Les  termes  de  moindre  degré  sont 


P        \P 


r    r 


^.r(^/>'-3^ 


/•    / 


En  mettant^  en  facteur,  divisant  par  p'q'r',  de  ma- 
nière à  avoir  partout  l'unité  dans  la  troisième  colon  ne- 
puis  retranchant  la  troisième  ligne  successivement  de  la 
première  et  de  la  seconde,  et  développant  le  déterminant, 
on  trouve  pour  l'équation  des  tangentes  à  l'origine,  qui 
est  un  point  double5 


\p     '/     ' 


Si  deux  des  points  P,Q,R  sonl  en  ligne  droite  avecl'o- 
rigine,  le  facteur  [—, ;  )  [—.  —  —.)  [—.  — -.  )  s'annule  ; 

\g      '      '■     r    \p     v 

du  reste,  ee  facteur  n'entre  pas  dans  les  termes  du  troi- 
sième degré  ;  le  coefficient  du  terme  en  a  '  par  exemple, 


<jui  est  le  déterminant 
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P    P'  ' 

q     q'  1 

/•      r'  1 


ne  s'annule  pas  pour 


^  — -^.  L  équation  représente  donc  dans  ce   cas  trois 

droites  passant  par  O.  Il  n'y  a  pas  lieu  du  reste  d'exa- 
miner ee  cas,  car  si  les  deux  points  P  et  Q  sont  en  ligne 
droite  avec  O,  il  n'y  a  pas  de  véritable  courbe  du  troi- 
sième degré  remplissant  les  conditions  énoncées. 

Dans  le  cas  général,  le  lieu  est  donc  une  courbe  du  troi- 
sième degré  admettant  à  l'origine  un  point  double  où  les 

tangentes   sont    OX   et  la  droite  œ  =z-(  —  -^ — :  -h  -, 

3  \p!       q         r' 

qui  joint  le  point  O  au  centre  de  gravité  des  trois  points 

déterminés   sur   une    parallèle    à   OX    par   les    droites 

OP,  OQ,  OU,  ou,  ce  qui  revient  au  même,   au  centre 

des  moyennes  harmoniques  des  points   déterminés  par 

ces  droites  sur  une  droite  quelconque,  par  rapport  a  son 

point  d  intersection  avec  OX. 

>"  Cherchons  le  troisième  point  d'intersection  avec 

la  (  ourbe  de  la  droite  QR  dont  l'équation  est 


x     y      1 
/•      r'      1 


Nous  prendrons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  première 
forme,  sauf  à  écarter  plus  tard  la  solution  y  =  o.  En  dé- 
veloppant par  rapport  aux  éléments  de  la  première  co- 
lonne et  tenant  compte  de  l'équation  de  QR,  on  a 


{qy  —  q'xY 


.r       \ 

r    p' 


1  ry~  r'œ)* 


jr     y      1 

P     P'      « 

'I     <]'      « 


=  o, 


ou 
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M.r  —  g')  —  g'(&  —  q)¥ 


.c  —  r     y  —  /• 
p-r     p'-r 


[r(y  —  r')—r'(.r--r)f      x  —  q     y  —  q 

p—q  p'  —  <f 


r  - 


De  l'équation  de  QR  on  déduit 

,        ^  7  —  r 
^-7^(7-7  )  Y~zr;y 

En  substituant,  et  supprimant  [y  —  iJ)  [y  —  </'),  on   « 

I  9     l'     ■ 


çri-fr) 


r'2 


(rq'-qr') 


(y -g' Y    v  p'    « 

(r-Oa  >  p'    » 

I  7   7     ■ 


•//•'  —  </V  est  supposé  différent  de  zéro.  En  supposant  au  ss 


P    P 

1 

g   <ï 

1 

=  0, 

r     /•' 

1 

on  aura 

y 

~7'_ 

±: 

y  r 

7' 

/• 

d'où,  en  supprimant  la  solution   >  =  o. 


Mil 


I  I 

1      v      /•' 


(  lu  \oii  que  le  point  cherché  esl   !<■  conjugué  karma- 
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nique  du  point  où  la  droite  QR  coupe  OX  par  rapport 
au  segment  QR.  Si  les  points  Q  et  II  parcourent  deux 
droites  issues  d'un  point  quelconque  de  OX,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  lieu  de  P,  le  troisième  point  d'intersec- 
tion de  la  courbe  avec  QR  décrira  une  droite  qui  sera 
la  conjuguée  harmonique  de  OX  par  rapport  aux  deux 
premières.  Si  les  points  P,  Q,  R  décrivent  trois  droites 
issues  de  O,  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
les  cotés  de  PQR  décrivent  chacun  une  droite  issue 
deO. 


Nous  avons  supposé  le  déterminant 


P 

P' 

i 

<l 

q' 

i 

r 

r' 

i 

ditïé- 


rent  de  zéro.  Si  les  points  P,  Q,  R  sont  en  ligne  droite, 
ce  déterminant  est  nul,  et  par  conséquent  la  droite  PQK 
fait  partie  du  lieu.  C'est  ce  qu'on  voit  directement  sur 
l'équation,  en  développant  par  rapport  aux  éléments  de 
la  première  colonne.  Outre  cela,  le  lieu  comprendra  u\w 
ligne  du  second  degré  ayant  un  point  double  en  O,  et 
qui  se  réduira  nécessairement  aux  deux  tangentes  en  ce 
point,  c'est-à-dire  aux  droites  OX  et 


.r 


_  l  i  P 


y        ô\p'        q1        r'  ) 

Les  droites  OX  et  PQR  doivent  être  considérées  comme 
des  solutions  étrangères,  car  si  une  courbe  du  troisième 
degré,  passant  par  P,  Q,  R  et  ayant  un  point  de  rebrous- 
sement  en  O,  a  un  autre  point  (point  d'inflexion)  sur  OX 
ou  sur  PQR,  elle  se  compose  nécessairement  de  droites. 
La  véritable  solution  est  la  droite 

f  =  L(P+1  +  L). 
y     3\/>      q      r'  ) 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Si  P,  Q,  Il  sont  les  points  d'intersection  d'une  droite 
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avec  une  courbe  de  troisième  degré  ayant  un  point  de 
rebrous  sentent  O,  le  point  d'inflexion  est  sur  la  droite 
joignant  le  point  O  au  centre  des  moyennes  harmo- 
niques des  points  P,  Q,  R  par  rapport  au  point  d' in- 
tersection de  OX  avec  la  droite  PQR. 

Voici  comment  on  peut  obtenir  géométriquement 
quelques-uns  des  résultats  qui  précèdent. 

Considérons  une  courbe  du  troisième  degré  ayant  un 
point  de  rebroussement  en  O,  passant  par  les  trois  points 
P,  Q,  R  et  ayant  un  point  d'inflexion  M  sur  la  droite  QR. 
Soit  P'Q'R'  un  triangle  dont  les  sommets  soient  avec 
ceux  de  PQR  en  ligue  droite  avec  O.  Si  l'on  construit  la 
courbe  homologique  de  la  première  par  rapport  au 
point  O,  en  prenant  les  points  P',  Q',  R'  pour  homo- 
logues des  points  P,  Q,  R,  on  aura  une  courbe  du  troi- 
sième degré  passant  par  P',  Q',  R'  et  ayant  son  point 
d'inflexion  M'  à  l'intersection  de  QR  et  de  OM.  On  dé- 
duit de  là  que  les  points  d'intersection  de  QR,  quel  que 
soit  leur  nombre,  avec  le  lieu  des  points  d'inflexion  des 
courbes  du  troisième  degré  remplissant  les  conditions 
données,  décrivent,  lorsque  P,  Q,  R  se  meuvent  sui- 
des droites  issues  de  O,  des  droites  passant  également 
par  O. 

On  peut  remarquer  aussi  que  toutes  les  courbes  du 
troisième  degré  ayant  un  point  de  rebroussement  sont 
des  projections  de  la  courbe  kjr3  —  x3.  Or,  si  par  le 
point  d'inflexion  de  cette  courbe,  qui  est  à  L'infini  dans 
la  direction  OY,  on  mène  une  droite  quelconque,  c'est- 
à-dire  une  parallèle  à  OY,  elle  est  di\  isee  en  parties  égales 
par  la  courbe  et  par  la  tangente  OX  au  point  de  re- 
broussement.  En   projection,   cette   droite  sera  divisée 

liannoniqueiiient   par   la   courbe,  le   point    il  inflexion  et 

son  point  <l  intersection  avec  la  tangente  au  rebrouss< 
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ment.  On  déduit  facilement  de  là  que  Je  point  dési- 
gné par  M  est  sur  une  droite  issue  de  O,  droite  qui  est  la 
conjuguée  harmonique  de  OX  par  rapport  à  OQ  et  à  OR. 
Considérons  maintenant  une  des  courbes  du  troisième 
degré  ayant  un  point  de  rebroussement  en  O  et  admet- 
tant OX  pour  tangente  en  ce  point.  Soit  A  un  point 
de  OX.  Menons  par  A  une  sécante  quelconque,  et 
soient  P,  Q,  R  les  points  où  elle  coupe  la  courbe,  et  A' le 
centre  des  moyennes  harmoniques  de  ces  points  par  rap- 
port au  point  A.  Lorsque  la  sécante  tourne  autour  de  A, 
le  point  A',  qui  est  toujours  sur  cette  sécante,  ne  peut  ap- 
partenir à  une  autre  sécante  que  s'il  est  en  P  ;  ce  qui 
est  impossible,  puisque  aucun  des  points  P,  Q,  R  ne 
peut  venir  au  point  A  qui  n'est  pas  sur  la  courbe.  Le 
lieu  de  A'  ne  coupe  donc  qu'en  un  point  toutes  les 
droites  issues  de  P  :  ce  lieu  est  donc  une  droite.  Cette 
droite  passe  évidemment  par  O,  puisque  les  trois  points 
d'intersection  de  OX  et  de  la  courbe  sont  en  O.  Si  la 
sécante  est  menée  par  le  point  d'inflexion,  ce  point  est 
le  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  aux  deux 
autres  points  d'intersection  avec  la  courbe.  Il  est  facile 
de  voir  d'après  cela  que  ce  point  n'est  autre  que  A'. 
Donc,  si  P,  Q,  R  sont  les  points  d'intersection  d'une 
droite  avec  la  courbe,  le  point  d'inflexion  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  O  au  centre  des  moyennes  har- 
moniques des  points  P,  Q,  R  par  rapport  au  point  d'in- 
tersection de  la  droite  et  de  OX. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Chrétien,  élève 
du  lycée  du  Havre. 
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MATHÉMATIQUES     ÉLÉMENTAIRES  ; 

I'\r  M.  MORET-BLANC. 


J.    Résoudre  le  système  de  n  équations  a  n  inconnues 

xi(x'2-h  .r3-f-.  .  .-+-ar„  ) 

-h  i .  2  (  xt  -4-  xt  -4- .  .  .  —  x„  )  '-  =  g  a2 . 

•-2%  V  *^1  "I-  ^'-3  ~^~  •  •  '  ~ r~  l' '/l  ' 

H-  2  .  3  (  Xx  4-  cT2  -+"  •  •  •  4-  ^P/i  )2  ==  25  a2 , 



Xn  (>,  +  ^  +  ...4-  #n-i) 

4-  /i  (  n  4-  i  )  (^i'-H  ^'2  H- ...  -H  ocn  Y  =  (  s  //  -H  i  )*as. 

Posons   ,r,  -f-  «r2  H-  .  .  .  -h  Xn  =  S,   et   soit    xi  l'une 
quelconque  des  inconnues.  On  a 

xt(S  —  Xt)  -hi(i-hi)  S2  =  (ai -+-  i  r rr. 
ou 

./  7  —  S  .r,  —  / (  i  h-  i  )  S2  4-  (  2  i  4-  i  V2  a2  =  «  > . 
d'où 


_S=h(at4-0  VS2  — .',<7' 

./  ;    — . 


Il  ne  reste  plus,  pour  avoir  toutes  les  inconnues,  qu'à 
trouver  S. 

Supposons  d'abord  que  toutes  les  inconnues  doivent 
être  positives -,  chacune  d'elles  étant  moindre  que  leur 
demi-somme,  il  faudra  prendre  le  radical  avec  le  signe  — 
et  écrire 

S  — (ai +1)  s  S2-  \a* 

2 

En  donnant  à  i  successivement  les  valeurs  i,  a,  3, ...,  //• 

< il   ajoutant,  on  a 

//S       n(n        i    \  S 


J'oÙ 


s 
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cl 


y  [w(w  -h  '2)\z—  {ri  —  if 

[n  (  n  -+-  2  )  —  ( 2  *  -h  i)  (/i  —  2  )  |  a 
y  [>(>  -h  2)]2—  (/*  —  2)'2 

En  donnant  à  i  les  valeurs  i,  2,  3.  .  .  . ,  //,  ou  aura 
la  solution  en  nombres  positifs. 

Si  l'on  admet  pour  les  inconnues  des  valeurs  positives 
ou  négatives,  il  faudra  prendre  chaque  radical  avec  le 
double  signe,  et  les  diverses  combinaisons  de  signes 
donneront  en  tout  n2  solutions. 

IL  Dy un  point  O,  pris  dans  le  plan  d'tm  cercle,  par- 
tent quatre  droites  qui  coupent  sa  circonférence,  la 
première  aux  points  a  et  a,  la  deuxième  aux  points 
b  et  //,  la  troisième  aux  points  c  et  </,  et  la  quatrième 
aux  points  d  et  df . 

Prouver  que  les  sinus  des  moitiés  des  arcs  ac,  lui, 
ad,  bc,  a'c',  b' d\   a'd1,  b'c'  sont  liés  entre  eux  par  la 

relation 

.     ac    .     bd    .     a' d'     .     b'c' 

si  n  —  sin  —  sin  sin 

222  2 

1 .   • 


.    cb    .    da    .    d' b'    .    b'c' 
sin  —  sin  - —  sin sin ■ 

2  2  ■>.  ■>. 


Les  couples  de  droites  aU  et  a! b,  ac'  et  a'c,  ad'  et  a' d 
se  coupent  en  des  points  (3,  y,  0  situés  sur  la  polaire  du 
point  O,  laquelle  coupe  an   eu  un  point  a. 

Cela  posé,  les  rapports  anharmoniques  des  deux 
faisceaux  a'(«,  A,  c,  d)  et  a(a' ,  //,  c\  d')  respectivement 
égaux  à  ceux  des  quatre  points  a,  (j,  v,  0  sont  égaux 
entre  eux,  ce  qui  donne  immédiatement  la  relation  pro- 
posée. 

On  pitii  éviter  la  considération  du  rapport  anharmo- 
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nique.  Soient  p  et  //  Jes  distances  des.  points  a  et  d  à  la 
polaire  du  point  O»  En  exprimant  de  deux  manières  les 
surfaces  des  triangles  «'ay,  rt'j^o  .  . . ,  on  a 


(IC 

2  surf,  a'  «y  =  a'  a .  a'  y  sin  —  =  p' .  ol*(, 

.  «  po  =  a  [j  .  a  o  sin  —  z=  p  .  po, 

'  /' 
2  surf.  aaS  =  aa. ao    sin  — —  =  /; .  ao, 

2 

//r' 
2  suri .  a  [iv  =  a  p  •  a,  7   *in  =  /> .  p*f , 

bc 

f»   <>         »        /  -\         c  /  f  t  .     ^ 

.a  ao— a  a.rt  osin    —   =:p'.*o. 


2  svrf.  «po  =  a  [i .  a  0  si n =  /?.  po, 


2  surf.  aaY  =  ai.a^  sin  — -  —  jj.z«[. 

En  ne  considérant,  dans  chaque  ligne,  que  la  der- 
nière égalité,  et  divisant  le  produit  des  quatre  premières 
par  celui  des  quatre  dernières,  on  a,  après  suppression 
des  facteurs  communs, 


.    ac    .    lui   .    a'd!    .    b'c' 

sin  —  sut  —  sin si  11 

2  2  I  '. 

—  1. 


.     bc    .    <ul    .     //*/'    .    <7  ( 

Mil Mil    Mil    Mil    


. 


C.     o.     I  .     D. 


(     '><K,     ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
PROPOSÉE  Al  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNE- 
MENT SPÉCIAL  EN  1880; 

Par   M.  Ernest  LE  BON. 


On  donne  deux  plans  verticaux  se  rencontrant  sous 
un  angle  quelconque.  Par  un  point  de  leur  intersection 
on  fait  passer  une  série  de  plans  coupant  les  deux  pre- 
miers suivant  deux  droites  perpendiculaires  l'une  à 
V autre.  Construire  la  trace  du  cône  enveloppe  de  ces 
plans  et  reconnaître  la  nature  de  ce  cône. 

1.  La  trace  horizontale  du  cône  enveloppe  est  l'enve- 
loppe de  droites  construites  de  la  manière  suivante  : 

Le  plan  vertical  de  projection  est  l'un  des  plans  don- 
nés ;  la  ligne  de  terre  est  QQi  ;  l'autre  plan  donné  est 
PaP';  l'angle  aigu  PaQ  est  l'angle  $  des  plans  don- 
nés ( *  ) . 

Soit  s' le  point  donné  sur  aP'.  Menons  une  droite  s'a 
dans  le  plan  vertical  ;  sa  trace  horizontale  est  a  sur  QQt . 
Un  plan  mené  par  s'  perpendiculairement  à  s1  a  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  \  il  a  pour  traces  les  perpen- 
diculaires s' a\  à  s' a  et  a\  a  à  QQi  ;  il  coupe  le  plan  VaV 
selon  une  droite  faisant  un  angle  droit  avec  sa,  et  ayant 
sa  trace  horizontale  au  point  d'intersection  a{  de  aP  et 
de  a\  aK .  Le  plan  déterminé  par  les  droites  rectangulaires 
issues  de  s*  et  ayant  pour  traces  a  et  a{  coupe  le  plan 
horizontal  selon  la  droite  aaK.  La  trace  horizontale  du 
cône  enveloppe  est  l'enveloppe  des  droites  telles  que  aa{. 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure 


:  "  """"       •      *7°     ) 

i2..  Degré  de  la  trace  du  cône,  trouvé  par  la  Géomé- 
trie supérieure.  —  Le  triangle  rectangle  asa\  donne,  en 
désignant  as  par  //. 

A2=r  afl.a«|  =r  aa.aa,  .  cosjB. 

D'où 

/>2 
(i)  aa.aai—  . 

Donc  les  points  tels  que  *z  ela{  sur  les  droites  aP  et  aQ 
sont  deux  points  homologues  de  deux  divisions  homo- 
graphiques,  dont  les  points  homologues  des  points  à  l'in- 
fini coïncident  en  a.  On  sait  que  l'enveloppe  des  droites 
joignant  deux  points  homologues  a  et  at  est  une  conique 
tangente  aux  droites  aP  et  aQ  aux  points  homologues 
de  leur  point  d'intersection  a,  considéré  successivement 
sur  ces  droites. 

Donc  la  conique  trace  horizontale  du  cône  enveloppe 
est  une  h)  perbole,  ayant  pour  asymptotes  les  droites  aP 
et  aQ.  Les  droites  telles  que  aaK  étant  des  portions  de 
tangentes  à  l'hvperhole  comprises  entre  les  asymptotes, 
les  points  de  l'hyperbole  sont  au  milieu  de  ces  droites. 

Les  branches  de  l'hyperbole  sont  dans  les  angles  obtus 
formés  par  aP  et  aQ.  Ses  axes  sont  selon  les  bissectrices 
des  angles  des  asymptotes.  Une  construction  géométrique 
connue  donne  ses  sommets  ;  on  peut  ici  les  obtenir  en 
cherchant  le  point  milieu  de  aa{  quand  y.a  =  aa«,  ou 
quand 

— -         /'' 


xa* 


nos  3 


3.  Les  droites  aQ  et  aP  étant  les  axes  coordonnes, 
l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asvmptotes 
est 

(2)  ./     I        - y    • 

4co 


(  »7i   ) 

\.  Autres  solutions  pour  trouver  le  degré  de  la  trace 
du  cône  enveloppe.  —  On  peut  trouver  la  relation  (i) 
tomme  précédemment;  puis  on  dit  : 

Considérons  une  seconde  droite  bbt,  analogue  à  aa^ 
et  la  coupant  en  I.  D'après  la  relation  (Y),  on  a 

<xa  .afl,  —  ib  .ibK. 

Donc  les  deux  triangles  a<xa{  et  brxbK  sont  égaux;  par 

suite,  les  deux  triangles  a\b  et  ailbi  sont  aussi  égaux. 

et  l'on  a 

la.lb  =  lal .  \bx. 

Le  lieu  cherché  étant  l'enveloppe  des  droites  aa^ 
bbu.  .  . ,  est  tangent  à  la  droite  aaK  au  point  limite  des 
positions  du  point  d'intersection  I  des  droites  aav  atbb^ 
quand  bbK  se  rapproche  de  aaK  pour  se  confondre  avec  aaK . 
Alors  b  est  en  a  et  Z>,  est  en  «,,  et  l'égalité  précédente 
donne 

la  ;=  1<7, 
ou 

la  =z  la,. 


Le  lieu  cherché  est  tangent  aux  droites  telles  que  aaK 
en  leurs  milieux;  donc  c'est  une  hyperbole  ayant  pour 
asvmptotes  les  droites  aP  et  aQ. 

5.  Enfin,  après  avoir  trouvé  la  relation  (t),  on  peut 
encore  dire,  en  désignant  par  A  et  jjl  les  longueurs  a  a  ei 
y.a^  en  prenant  olQ  et  aP  pour  axes  : 

L'équation  de  aa{  est 

x        y 

Y  -j-  -  --i  - :o; 

comme 

A2 

a;x— -, 

cosS 

celte  équation  devient 

À«ycos?  -  À//2-}-  //2.r  —  o. 


(    *72    ) 
La  dérivée  du  premier  membre,  prise  par  rapport  à  /. 
et  égalée  à  zéro,  donne 

2  À  y  cos  3  —  1i-z=.o. 

L'élimination  de  A  entre  ces  deux  dernières  équations 
donne  l'équation  du  lieu  cherché.  On  trouve 

h2 


.rv  = 


4cos3 


Ce  lieu  est  une  hyperbole  avant  pour  asymptotes  les 
droites  aP  et  aQ. 

6.  Ordre  du  cône  enveloppe.  —  Le  cône  enveloppe 
avant  pour  trace  horizontale  une  conique  est  un  cône  du 
second  ordre.  Un  de  ses  axes  est  du.\  les  deux  autres  sont 
les  droites  horizontales,  intersections  du  plan  horizontal 
mené  par  s/  et  des  plans  passant  par  /a  et  par  les  axes  de 
lhvperbole,  ou  des  plans  bissecteurs  des  plans  donnés. 
On  reconnaît  a  priori  que  la  droite  s'a  est  un  axe  du 
cône,  en  remarquant  que  les  traces  telles  que  aa{  sont 
deux  à  deux  parallèles  et  a  égale  distance  de  a,  et  que  par 
suite  le  point  a  est  un  centre  de  la  courbe  enveloppe  des 
traces. 

7.  Ordre  du  cône  enveloppe,  trouve  par  la  Gréomé- 
trie  analj  fi(/ue.  —  Prenons  des  plans  coordonnés  rec- 
tangulaires avant  pour  origine  le  sommet  V  du  cône  en- 
veloppe; X.v'Z  est  l'un  des  plans  donnés,  ici  le  plan  ver- 
tical de  projection:  \s'\  est  parallèle  au  plan  horizontal 
de  projection.  Le  second  plan  donné  P  passe  par  /Z  e! 
fait  avec  XYZ  un  angle  aigu  'i .  Soient  s  ,i  et  •>'  \  (  deux 
droites  rectangulaires  situées  dans  les  plans  \  !  Z  el  P 
Les  équations  de  s'a  el  de  •/  \,  sont 

.r  -    a:.        )         <». 

(4)  i         h   : .       i         a  ni  :. 


(  »?3  ) 

Cette  dernière  équation  résulte  de  l'équation 

y  —  mar, 
m  étant  égal  à  tang  fJ, 

Comme  la  projection  J as  de  /A,  sur  X/Z  est  perpen- 
diculaire à  .s'a,  les  paramètres  variables  «  et  a'  sont  liés 
par  la  relation 

(5)  aa'  -+-  i  —  o» 
Soit 

(6)  À.r  +  Bjr -h  ^  —  o 

l'équation  du  plan  déterminé  par  les  droites  s1  a  et  s' A|t 
Ce  plan  coupant  X.v'Z  selon  s' a,  on  trouve  que 

(7)  Aa  +  1  =  0; 

ce  plan  contenant  /Ai,  on  a  la  relation  suivante 

(8)  Afl'+Ba'm  +  i  =  o. 

L'équation  du  plan  (6)  est,  à  cause  des  relations  (5), 
(7)  et  (8), 

( 9 )  —  »u  +  (i  +  a- )y -t-  amz  —  o. 

Elle  renferme  un  paramètre  variable  a.  L'équation 
dérivée  de  (9)  est 

(îo)  lay  4-  mz  =  o. 

L'équation  du  cône  enveloppe  des  plans  (9),  obtenue 
en  éliminant  a  entre  (9)  et  (1.0),  est 

(u)  '1  v2  -  -  m2 z2 —  [\mjcr  =  o. 

Ce  cône  est  donc  du  second  ordre.  La  projection  sur 
X/Y  de  la  section  du  enne  par  le  plan  z  -f-  h  =z  o  a  pour 
équation 

(\2)  \  v2       '\/n  rr  —  m2  h-— {). 

Ann.  de  Mathcmat .,  3e  série,  l.  I.  (Juin  1882.)  lo 


(    2?4    ) 

C'est  une  hyperbole  \  son  centre  est  s';  ses  asymptotes 
sont  données  par  les  équations  y  =  o  et  y  =  nix.  L'hy- 
perbole située  dans  le  plan  z  H-  h  —  o  est  égale  à  celle 
dont  l'équation  est  (12);  ses  asymptotes  sont  aQ  et  aP. 
Par  une  transformation  de  coordonnées,  l'équation  (12) 
donne  l'équation  (2)  de  l'hyperbole  trace  rapportée  à 
ses  asymptotes. 

8.  La  relation  connue  (A  —  A") (A'—  A")  —  B"*  =  o 
montre  que  le  cône  enveloppe  ne  peut  être  de  révolu- 
tion que  quand  jii=  o  }  le  cône  se  réduit  au  plan  double 
X/Z. 

Quand  les  plans  donnés  sont  rectangulaires,  m  égale 
l'infini,  l'équation  du  cône  enveloppe  n'est  satisfaite  que 
pour  les  systèmes  de  valeurs  y  =  o  et  z  =  o  ou  x  =?  o 
et  z  =  o-,  le  cône  se  réduit  à  l'axe  s'X  et  à  l'axe  s'\  .  Ce 
résultat  pouvait  être  prévu  5  en  elfet,  les  plans  dont  on 
eherclie  l'enveloppe  forment  deux  groupes  composés  cha- 
cun d'une  infinité  de  plans  passant  par  les  perpendicu- 
laires menées  en  $',  soit  au  premier  plan,  soit  au  second. 


SOLUTION  Mi  LA  QUESTION  DE  MÉCAMQtË  PROPOSÉK  POUR 
l/OBTEXTION  DU  BREVET  DE  CLIKY  EN  1880; 

Pau  M.  G.  ROUlïM'M. 


Ùèiix  corps  P  et  Q  placés  sur  deux  plans  inclines 
.sont  unis  par  un  fil  flexible  qui  passe  sur  une  poulie. 
Etudier  le  mouvement  du  corps  P,  sachant  que  ies 
angles  eue  ces  plans  font  avec  l  horizon  sont  respecti- 


vement i  et  i' . 


Supposons  que  le  mouvement  ait  lieu  dans  le  sens  de 
la  déclic  /,  et  considérons  séparément  le  mouvement  des 

poids  l\   l}/  et  de  l.i  poulie 


(  "-7">  ) 
i°  Mouvement  du  corps  P. — Les  forces  qui  sollicitent 
ce  corps  sont  :  son  poids  P,  la  tension  T  du  fil  qui  le 


R*? 


retient,  et,  si  l'on  lient  compte  du  frottement,  la  réac- 
tion R  du  plan,  qui  est  incliné  sur  la  normale  aux  sur- 
faces apparentes,  et  en  sens  inverse  du  mouvement,  d'un 
angle  a==  arc tang/*,/'  étant  le  coefficient  du  frottement 
relatif  aux  substances  en  contact. 

L'équation  du  mouvement  de  ce  corps  est,  en  appe- 
lant cp  l'accélération  du  mouvement, 


(i) 


m o  —  T  —  P  sin  i R  sin  a. 


Comme  la  trajectoire  qu'il  décrit  est  rectiligne,  la  somme 
des  projections  des  forces  sur  la  normale  est  nulle,  ce  qui 
fournit  la  relation 


(2) 


K  cos  a  —  P  cas  i  =  o. 


Ces  deux  équations  donnent  tout  ce  qui  est  relatif  au 
mouvement  du  corps  P  et  permettent  de  déterminer  la 
réaction  R.  Si  l'on  élimine  R,  on  en  conclut 


(3) 


T  -  —  <p  ■+■  P(siiw4-  /'c 


<>>/  ). 


2°  Mouvement  du  corps  P'.  —  En  raisonnant  comme 
pour  le   corps    P,    on    trouve  les  trois  équations   ana- 


(  ^6  ) 


Utiles- 


{ i  )'  m1  <±  =  P'  sint' —  R'sina  —  T', 

('A)'  R'cosa' — P'cos/'  =  o, 

(3)'  T'=P,(sinî'—  f'cosi')—  — <p. 

9 

3°  Mouvement  de  la  poulie.  —  Si  je  désigne  par  Je 
symbole  cpw  l'accélération  angulaire  de  la  poulie,  on  sait 
que  cette  accélération  a  pour  expression  la  somme  des 
moments,  par  rapport  à  l'axe  de  la  poulie,  des  forces  qui 
la  sollicitent,  divisée  par  le  moment  d'inertie  I-,  j'aurai 
donc 

?W=^(T'-T); 

par  suite,  l'accélération  linéaire  d'un  point  de  la  circon- 
férence moyeu  ne1,  qui  est  celle  du  mouvement  général  de 
tout  le  système,  aura  pour  expression 

(4)  ?=y(T'-T). 

Les  équations  (3),  (3)'  et  (4)  nous  font  connaître  le 
mouvement  du  système  caractérisé  par  tp,  et  permettent 
de  déterminer  les  tensions  T  et  T\ 

i°  Détermination  de  ».  —  En  retranchant  membre  k 
membre  (3)  et  (3)',  il  vient 

T'—  T  =  P'(shw—  /'cosz") 

—  l»(siiw'-h  feosi)  —  ^(P'+-  P), 

,»> 

el,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (4)»  on  a 

<p  1      P'(sînt'  —  f'cosi') 

—  P(sini   h/cosi)  -  2(P'-h  P 


(  277  ) 

relation  de  laquelle  on  déduit  facilement 

/•«[P'fsiiu  — /Vos/')  —  P(sin/-+-/Vos/)] 

(5)  ?— ^"  I^+I*(P:^JP'). 

Telle  est  l'équation  qui  définit  le  mouvement  du  sys- 
tème; elle  montre  que  ce  mouvement  est  uniformément 
varié;  ses  lois  sont  par  suite  connues. 

p  SI  11/ /'('OS/ 

Discussion.  —  Si  777  <T  —• — ; •  >  alors  es  est  *>  o 

P'    ^  sin/  -\-J  cosi  ' 

et  le  mouvement  du  corps  P  est  ascendant  et  uniformé- 
ment accéléré.  Ses  lois  sont  donc  , 

t 

S  —  O   -  ,         ♦>'  m  n  /? 
'2  à 

OU 

£2 
5  —  S0   H  cp  — ,        v  z=z  Vq-+- vçt, 

selon  qu'à  l'origine  des  temps  le  système  était  au  repos 
ou  possédait  une  vitesse  vQ. 

c.  P  sin/' —  f  cosi'       ,  ,  ~ 

01  777  j>  —. — : — ~ ->  alors  o  est  <T  o  et  le  corps  P 

P  sin/ -+-/ cos/.  4  r 

est  animé  d'un  mouvement  descendant  retardé,  ou  bien 

d'un    mouvement   descendant    accéléré,    selon   que   ce 

corps  possédait   une  vitesse   initiale  ascendante    v0   ou 

qu'il  était  primitivement  au  repos. 

P  si  ii/' /*'  cos  / 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  où  -77  =  — : — : — '— ^-, 

r  P  Sin/  -h/  cos/' 

alors  cp  est  nul,  et  le  corps  P  est  en  repos  ou  en  mouve- 
ment uniforme,  selon  qu'il  était  primitivement  au  repos 
ou  qu'il  possédait  une  vitesse  initiale  vQ. 

2°  Détermination  des  tensions.  —  Si,  dans  les  équa- 
tions (3  )  et  (  3  )',  je  remplace  cp  par  sa  valeur  tirée  de  (  5  ), 
il  vient,  toutes  réductions  faites 

ff.\  t  —V  Iff (sm * -t- /ces i) -h  P' r* ( sin i 4- /cos i •+-  sin i' — /"'cos/') 

1  }  i^  +  ^p  +  py  ' 

/    \    x'—  P'  Ur(sn,'v— . /''cos/')  -H  P/,2(  sin/'—  /*'cos/'-h  sin i'-hf  cos*') 

—  u*  +  ,-*(P-hp'7~ 


(  U»  ) 
Remarque.  —  Si  l'on  néglige  le  frottement,  les  équa- 
tions qui  déterminent  le  mouvement  du  système  et  les 
tensions  du  fil  deviennent 

f-(V  sin/' —  Psin/) 

?     -S       I^._H/.2(p_Hp/)       > 

I#  sin  i  -h  P'  r2  ( sin  i  -\-  sin  i'  ) 

T, p,  I ,^r  sin /' H-  P r2  (siài-h-sin /' ) 

I^+H(P  +  P') 

Si,  de  plus,  on  néglige  l'inertie  de  la  poulie,  il  vient 
P'  sin/' —  P  sin  / 


T  ±=  T' 


P-+-P' 

PP'(sî»ï.Hr  sin/  i 
P  4-  P' 


Enfin  on  pourrait  terminer  la  discussion  du  problème 
en  faisant  varier  les  angles  i  et  /',  et  examinant  les  cas 
particuliers  où  ces  angles  prennent  les  valeurs  remar- 
quables o  et  90°;  mais  cette  partie  ne  présentant  aucune 
difiîculté,  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  voir  ce  que 
deviennent  les  expressions  précédentes  quand  on  y  intro- 
duit les  hypothèses  indiquées. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  CENTRALE 

(vremièke   SESSION,    1  88 1 ^  ; 

Put    M.    L.    klKY 
Élève  de  l'Institution   Notre-Dame,  à  Plaisance. 


Soit 

1  1  1  /t1  }-  4-  h-  ,1  ■'-        <i:  />-' 

l'équation  </  nue  ellipse  rapportée  à   ton  centre  O  et  à 


(   *?9  I 
jas  axes;  soient  a,  fi  les  coordonnées  d'un  point  V  situé 
dans  le  plan  de  l'ellipse. 

i°  Démontrer  (pie  les  pieds  des  normales  menées  à 
cette  ellipse  par  le  point  Y*  sont  situés  sur  l'hyperbole 
représentée  par  V équation 

(2)  C  '  .ry  -+-  bi(*>r  —  a- y.  y  ==  6, 

dans  laquelle  c2=  a- —  b- . 

2°  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par 
les  points  communs  aux  courues  (1)  et  (2)5  dans  cha- 
cune d 'elles,  on  mène  le  diamètre  conjugué  à  la  direc- 
tion OP,  et  on  projette  le  point  O  sur  ce  diamètre  : 
trouver  le  lieu  de  cette  projection. 

3°  Par  les  points  communs  aux  courbes  (1)  et  (2),  on 
peut  faire  passer  deux  paraboles  :  trouver  le  lieu  du 
sommet  de  chacune  d'elles,  quand  le  point  P  se  meut 
sur  une  droite  de  coefficient  angulaire  donné  in,  menée 
par  le  point  O. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  ou  m  =  ■--  et  celui 

ou  m  =  —  -—  •' 
Ir 

i°  L'équation  d'une  normale  en  un  poinl  {x,  y)  de 

l'ellipse  est 

ï  __  y        \  __  x 


a- y  h'.v 


si    eette    normale  est    assujettie    à  passer  par  le  point 
r(a,  fi),  on  a  la  eondition 


a- y  h'-j- 

ou 

(' 2  )  c- .ry  -h  h-  $x  —  a- y.  y  =.  o. 

Les  points  d'incidence  (x,  >  )  sont  à  l'intersection  de 
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l'ellipse  et  de  l'hyperbole  équilatère  (  2),  car  leurs  coor- 
données sont  données  par  l'équation  de  cette  ellipse  (1) 
et  l'équation  (2),  considérées  comme  simultanées;  la 
première  partie  est  donc  démontrée. 

20  Ces  points  d'incidence  sont  au  nombre  de  quatre  } 
en  les  joignant  on  obtient  un  quadrilatère,  et  les  coniques 
passant  par  ces  quatre  points  sont  circonscrites  à  ce 
même  quadrilatère. 

Or  nous  savons  que  les  diamètres  correspondant  à 
une  direction  donnée,  dans  les  coniques  circonscrites  à 
un  quadrilatère,  passent  par  un  point  fixe  Q;  de  plus, 
les  perpendiculaires  abaissées  de  O  sur  ces  diamètres 
passent  toutes  par  le  point  fixe  O;  le  lieu  de  la  projection 
de  O  sur  ces  mêmes  diamètres  sera  donc  le  cercle  décrit 
sur  OQ  comme  diamètre. 

Le  calcul  vérifie  d'ailleurs  ce  raisonnement. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  parles  pieds 
des  normales  est 

(K)   a\v2  -h  b*a*  +  \\c-xy  -^b-$x  —  a**y)  —  a-b%-  —  o. 

Q 

La  droite  OP  ayant  pour  coefficient  angulaire-?  les 

diamètres  conjugués  dans   les  coniques  (K)   ont    pour 
équation 

ou 

( 3  )  (2 b*a  -h  X  ca  $)œ  4-  ( Xc-  a  -+-  2  a-  $)y  —  À  c-  a3  =  < >. 

L'équation  des  perpendiculaires  abaissées  de  O  sui 
ces  diamètres  est  donc 

>  h-%  -r  A  r-  p 

En  éliminant  X  entre  les  équations  (3)  e\  \  .  on  1 
le  lieu.  Ou  trouve  L'équation 

I  Ir-J.i       -a  ^  .   1  -j..r  \ 


(  *  ) 

(»u  simplement 

(#2-h/s)(a8p2—  //-a2)  —  (atr{>x  —  è-a7)ap  =  o, 

équation  d'un  cercle  passant  par  l'origine. 

3°  Déterminons  À  dans  l'équation  (K)  pour  que  celte 
équation  représente  une  parabole.  Il  faut  ici  que 

\-c'*  —  ^a2b-  =  o, 
d'où 

„         ,    2  ab 

à  —  zt  • 


Par  suite,  l'équation  des  deux  paraboles  passant  par 
les  pieds  des  normales  issues  de  P  est 

(ay  ±  bx)-  ±  ^-(b-  $x  —  a*ay)  —  crb-  =  o. 

Séparons  les  signes,  en  remarquant  qu'après  avoir 
calculé  pour  les  signes  supérieurs,  on  passera  aux  signes 
inférieurs  en  changeant  b  en  — >b  dans  cette  dernière 
équation.  On  a  donc 

(5)  {ay  +  bx)*  +  ^(b^x —  a**y)  —  a262  =  o. 
L'équation  de  l'axe  de  cette  parabole  est 

a/;  +  b/;.  =  o, 

OU 

(6)  '{bx  +  ay)(&  +  &)-k*  ~{bz^  —  a3a)  —  o. 

Le  point  P  étant  sur  la  droite^  =  mx,  on  a 

(7)  p  =  ma. 

En  éliminant  a,  [j  entre  les  équations  (5),  (6),  (7),  on 
a  le  lieu  du  sommet  de  l'une  des  paraboles. 
On  trouve  ainsi  l'équation 

/  2  (  b-  m x  —  a*  y)  (  b x  -h  ay)  (  a-  -+-  b- ) 

(8)  |       —(b*m  —  ar) 

(       x(ay+bx  \  àb)(ay  \-bx  —  ab)=zo. 


(  a8a  ) 
Si  l'on  considérait  la  deuxième  parabole,  le  lieu  de 
son  sommet  serait 

2(b*mx  —  a- y)  (bx  —  a y)  (a2  4-  b-) 

—  (  bt*m  -h  as )  ( a  y  —  bx  -+-  ab)( a  y  —  bx  —  ab )  =  o . 

On  pourrait  chercher  les  axes  de  ]a  conique  (8),  puis 
la  construire  facilement.  On  pourrait  aussi  chercher  pour 
quelles  valeurs  de  ni  la  conique  est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole.  L'origine  est  d'ailleurs  centre 

de  la  conique. 

a J 
En  remplaçant  m  par  —  dans  l'équation  (  8  ),  on  obtient 

b.r  -t-  a  y  =  o, 

équation  d'une  des  diagonales  du  rectangle  des  axes  de 
l'ellipse,  et,  en  remplaçant  m  par  cette  même  valeur  dans 
l'équation  du  lieu  relatif  à  la  deuxième  parabole  des 
pieds  des  normales,  on  obtient 

(bx  —  a  y  )  (  a  x  —  by  )  (  a'2  -h  b-  ) 

—  ab(ay  —  bx  -+-  ab)(a  y  —  b.r  —  ab)  —  o, 

ou  plus  simplement 

(a-x2  -+-  b-  y'2)  ab  —  (fc*  —  //•  )  xy  -+-  aW/<  =  <>. 

(  <r  -h  b'*)2  —  4 ^v />'*=:  (a*  —  b'*)-  >  o; 


On  a 


le  lieu  est  donc,  dans  ce  cas,  une  hyperbole. 

L'équation  des  asymptotes  de  cette  hyperbole  esl 

a  In  <i- ./-    h  b1  y-  )-[((''  --  b'  i./t        O. 

Eu  remplaçanl  m  par —  —  dans  les  deux  équations 
du  lieu  trouvé  plus  haut,  il  vient  pour  la  première 

(  rf2.!*-    r  />'  »  -  >  ab       I  >r       />'  i  r  >       '/'/>• 


(  ,83  ) 
équation  d'une  hyperbole  ayant  mêmes  asymptotes  que 
la  précédente. 

Pour  la  deuxième  équation,  on  trouve 

bx  —  a  y  ■==.  o, 

équation  d'une  des  diagonales  du  rectangle  des  axes  de 
l'ellipse. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Ohaigneau,  élève 
de  l'école  préparatoire  Duvigneau  de  Laaneau  (classe  de  M.  Geof- 
froy ),  et  par  M.  II.  Lez. 


QUESTIONS  PROPOSEES  AU  CONCOURS  IHHIlt  LES  BOURSES 
»E  LICENCE  (MARSEILLE,   1881); 

Par  M.  MORET-BLANG. 


1.  On  considère  la  cubique  représentée  par  V équa- 
tion 

( i )  x3  -f-  r3  —  3  kxy  4-1  =  0, 

et  V on  demande,  en  premier  lieu,  de  déterminer  ses 
points  d'inflexion;  en  second  lieu,  d'indiquer  pour 
quelle  valeur  de  k  cette  courbe  se  décompose  en  trois 
droites. 

Les  points  d'inflexion  sont  déterminés  par  l'intersec- 
tion de  la  courbe  avec  celle  qui  est  représentée  par  le 
hessien  égale  à  zéro 
*        f       f 

S  xx  J  xy  J  xz 
./  xy  .1  y  y  J  yz 
J  xz       J  yz       J  zz 

ou,  en  développant  et  divisant  par  2, 

(2)  k-(.r:i  4- y3  4-  kxy  H-  1)  —  \i  v 


IX 

—  k 

—  f\v 

—  k 

2  y 

—  kx 

-ky 

—  k.r 

■2 

o, 


<  ». 
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équation  qui,  combinée  avec  celle  de  la  courbe  propo- 
sée, donne 

(3)  (A3—  1)^-0. 

Les  points  d'inflexion  sont  les  intersections  de  la 
courbe  avec  les  axes  de  coordonnées  :  deux  sont  réels 
(x  =  o,y  =  —  i)  et  (y  =  o,  x  —  —  i)  ;  les  autres  sont 
imaginaires. 

L'équation  (3)  est  identiquement  satisfaite,  quels  que 
soient  x  et  y,  si  k9  =  1 ,  ou,  en  se  bornant  aux  valeurs 
réelles,  k  =  i .  Tout  point  de  la  courbe  est  alors  un 
point  d'inflexion  j  c'est-à-dire  que  la  courbe  se  compose 
de  trois  droites. 

On  arrive  à  ce  même  résultat  en  identifiant  l'équation 
proposée  avec 

(y  —  mx  —  n)  (y  —  mx x  —  /it )  ( y  —  m2 x  —  n2)  ==  o. 
On  a  les  conditions 

TO+^+zn^o,     mml-j-/nm2-\-nil7n.2=o,     7?i?)il7?i2—  —  i, 
n  -h  nx  -+-  n2  =  o,      7171^-+-  7in.1-ir  7ix/i2  —  o,     nnxnt-=.  —  i, 

711  y  771 2  71  -+-  77l77l27lï  -\-  771771 ,  71 2—  O, 

77l7lx  7l2  -f-  771  {  7Ul2  •+-  77l27l7ll  =  O, 

77l7l{  -{-771^71  -+-  77l7l2  -+-  ïll2  71  -+-  /?^1  722  -+■  77l27ll  =  —  3/». 

Les  trois  premières  montrent  que  les  valeurs  /??,  ///,, 
7i/2  sont  les  trois  racines  cubiques  de  —  i,  et  les  trois 
suivantes  qu'il  en  est  de  même  de  n,  /*,,  7i2  ;  et  si  l'on 
prend 

1  i-v'^3 


I4-V/- 
m  =  —  i ,     771^  —  - 


771  ^  = 


3  2 

il  faut,  pour  satisfaire  aux  autres  conditions,  prendre 


/*  =     -  i .      «j  = 
(  i  faire  Ar  =  i. 


71 ,  — 


(  a85  ) 
Les  trois  droites  sont  donc 

x  -\-  y  H-  i  =  o, 


i  -4-  y-  3  i  -  sj-  3 


2 


i  —  \f —  3  i  -h  J—  3 

J  2       .  2 

Les  deux  dernières  sont  imaginaires  et  se  coupent  au 
point  réel  x  =y  =  i . 

2*  On  considère  toutes  les  coniques  passant  par  V in- 
tersection d'un  cercle  et  de  deux  droites  parallèles 
données,  et  on  demande  le  lieu  des  foyers  de  ces 
courbes.  Discuter  la  forme  de  ce  lieu  dans  le  cas  ou 
l'une  des  droites  parallèles  devient  tangente  au  cercle 
donné. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  du  cercle  paral- 
lèle aux  droites  données  et  pour  axe  des  y  le  diamètre 
perpendiculaire,  et  soient 

xi  +  yi  _  ra  _  0 

l'équation  du  cercle,  et 

y  ■=.  a,     y  =  b 

celles  des  deux  droites  données;  l'équation  générale  des 
coniques  passant  par  les  points  d'intersection  des  droites 
et  du  cercle  sera 

X1      .J.   j2     _      ,-2      +     );(r     _     fl)     (     y     __      /,)      _     Q, 

OU 

(i)       x*  -+-  (i  4-X).r2  —  \{a  -h  b)y  —  /•*  -{-lab  —  o. 

La  conique  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
perbole, suivant  qu'on  a  X  <[  —  i ,  X  =  —  i ,  A  ^>  —  i. 


(  tâà  ) 

Les  coordonnées  du  centre  sont  x  =  o.  y  =='"'. — 

1  J  2  (  I  4-  A  ) 

En  y  transportant  l'origine,  l'équation  devient 

œ-  4-  (  14-  a )  y  =  r-  —  a  ab  4-   — ; = —  , 

4(n-X) 

ou 

.r24-    I4-A)>'2  =  /-2H n ; — : 

L'axe  des  y  sera  l'axe  focal  :  i°  des  ellipses  correspon- 
dant aux  valeurs  de  X  comprises  entre  zéro  et  —  i  }  i°  de 
la  parabole^  3"  des  hyperboles  correspondant  aux  va- 
leurs de  A<^ —  i,  pourvu  que  l'on  ait  aussi 

b       \Ha—  b)2  —  fO.nb 

4(1  +  A) 

Dans  les  autres  cas  le  foyer  sera  sur  l'axe  de  la  courbe 
parallèle  à  Ox.  Cherchons  le  lieu  de  ces  foyers. 

Soient  C  le  centre  de  la  courbe,  B1V  l'axe  dirigé  sui- 
vant Oy,  et  AA'  l'axe  parallèle  à  Ox. 

CB  est  le  carré  de  la  demi-différence  des  racines  de 
l'équation 

(i  4-  À  )  r2  —  a  (a  4-  b)r  —  r2  4-  À  ab  —  o. 

On  a  donc 

ggJ  _  l*<a—t>)*  4-  4  À  (  r'-rtb)  -  -  \  r- 


4('-r-À)J 
__2       X»(g  —  b)*-h{j\(r*-    ab)       \r\ 

j      I  A) 

x  et  )  désignant  les  coordonnées  d'un  des  foyers,  on  a 

AU/  4    b) 
V  -— r—   i 

n  i    r-  a  ) 

./  (,\  (.1.  ; — ; ' 

j(l     :     ) 


(  «87  ) 
Ou  obtiendra  le  lieu  des  foyers  en  éliminant  X  entre 
ees  deux  équations,  ce  qui  donne 

ay[(flH-  &)  r*  _  2  ( r2  -j-  r//>)  r  +  /,2(«  +  6)] 

^^  z^z   — : : : • 

C'est  une  courbe  du  troisième  ordre  passant  par  l'ori- 
gine et  symétrique  par  rapport  à  l'axe  desjy. 

Si  l'une  des  droites  est  tangente  à  la  circonférence, 
il  faut  faire  b  =  7*,  et  l'équation  devient 


>2 


_  2y(Y  —  r)' 

Us         ) 

a  -f-  /•  —  2  y 


rl'on 


1/        ^  v 


On  en  tire 

r/^7  f« -h /•)(/*  —  3y)-+-4.v2 


dy  («  +  /•— 2r)v/2K(a-H/-  — 2r) 

et,  par  suite, 


f/y ,    O  H-  /•  —  2  y)  y/gy(<2  -+-  /'  —  2  y) 

dx  ~  (  a  4-  /•  )  (  /•  —  3  y  )  -+-  4  y 2 

On  ne  peut  donner  àjy  que  les  valeurs  comprises  entre 

zéro  et ;  la  courbe,  symétrique  par  rapport  a  1  axe 

des  y,  touclie  l'axe  des  x  à  l'origine  et  a  pour  asymptote  la 
droite y=  ■>  c'est-à-dire  la  parallèle  équidistante 

des  deux  droites  données  ;  elle  présente  donc  deux  points 

cl'2  v 
d'inflexion,  donnés  par  l'équation  -r~  =s  o,  ou 

(5/-  —  Za)  y  —  r(a  -h  /*)  =.  o. 
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d'où 


y  — 

5  /■ 

.  » 

z-h  r) 
a      ' 

kr 

l       /              7>  (    t'   .             /"/    1 
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ERRATA  Dl!  TOME  XX,  2e  SERIE 


Page  ^79,  la  5e  rase  de  la  \"  ligne  du  3e  tableau  doit  être  teintée; 

La  \r  case  de  la  3*  ligne  du  S0  tableau  <  1  « > i t  être  teintée  à  la  place 
de  celle  qui  la  suit  ; 

La  •"  <-ase  de  la  7e  1  i ^ n 0  e!  la  5*  case  de  I;»  8(  ligne  du  même  t.i- 
blcau  doivent  être  leintées. 

Page  5oi,  ligne  a  en  remontant,  au  lieu  de     ....  lisez      .... 

Page  5o3,  ligne  19,  au  lieu  de  proportion,  lisez  proposition. 

Page  "'"i.  ligne  7.  dans  la  troisième  parenthèse,  eu  lieu  de       'i><h 

lisez  -\-    >/></■ 

Page  ")</,.  ligne  1  ».  >m  lieu  de  —  V/*.  Usy  3         7'. 
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SIR  LA  COURBE  SYXCIIROXE  DE  LA  GYCLOIDE  ; 
Par  M.  H.  RESAL. 


1.  Nous  rappellerons  que  l'on  désigne  en  général  sous 
le  nom  de  courbe  synchrone  le  lieu  des  extrémités  d'arcs 
issus  d'une  origine  commune,  parcourus  dans  un  temps 
donné  par  un  point  matériel  pesant,  partant  de  cette  ori- 
gine sans  vitesse  initiale,  lorsque  ces  arcs  appartiennent 
a  des  courbes  semblables  dont  l'origine  est  le  centre  de 
similitude  (  '  ). 

On  sait  que,  pour  le  plan  incliné  et  la  lemniscate,  la 
courbe  synchrone  est  un  cercle. 

Pour  des  boucles  de  cycloïde  ayant  leur  base  horizon- 
tale et  une  extrémité  commune,  qui  est  le  point  de  dé- 
part, l'équation  de  la  courbe  synchrone  est  très  compli- 
quée ;  néanmoins  on  est  parvenu  à  démontrer  qu'elle 
coupe  les  trajectoires  à  angle  droit. 

Dans  cette  Note,  nous  nous  proposons  d'exposer  une 
méthode  semi-géométrique,  semi-analytique,  qui  permet 
d'établir  rapidement  cette  propriété  et,  de  plus,  de 
trouver  les  expressions  de  l'aire,  de  l'arc  et  du  rayon  de 
courbure  de  la  courbe. 

2.  Soient 

Ox,  Oy  l'horizontale  et  la  verticale  de  l'origine  O  des 

cycloïdes ; 
S  le  sommet  de  l'une  d'entre  elles; 


(')  L'idée  du  problème  des  courbes  synchrones  est  due  à  Bernoulli 
(ActaErud.,  1697).  Euler  s'est  aussi  occupé  de  ce  problème  (Mech., 
t.  II). 

Ann.  de  Mathémat.,  3e  série,  t.   I.  (Juillet  1882.)  '9 


(  29°  ) 
Om  l'arc  de  cette  courbe  parcouru  au    bout  du  temps 

donné  z\ 
A,  C,  ACB  =  u  le  point  de  contact  avec  Ox,  le  centre 


et  le  diamètre  du  cercle  générateur  passant  par  ni  ; 
cd  l'angle  formé  par  la  corde  Am  avec  AO  ; 
s  un  arc  quelconque  de  la  cycloïde,  mesuré  à  partir  du 

sommet  S. 

Par  des  considérations  géométriques  élémentaires, 
qu'il  serait  superflu  de  reproduire,  on  établit  facilement 
l'équation 


cl- s 
~dt1 


x  u 


du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  cycloïde;  comme 
dans  le  cas  actuel  nous  avons  s  =  au.       =  o,  pour  /  =  <» 


// 


il  vient 


et 


//  cos  1  /  — 

y    ■>.  u 


,\vr  ni  S         >  //  COÏ 


\ 


a  // 


(  agi  ) 

Mais  on  sait  que  cet  arc  est  égal  à  2mB  =  2ucoso; 
par  suite 

(.,)  ?=\A 

y  « 

en  posant 


(a) 


ft    * 


cette  expression  étant  la  hauteur  OMde  la  chute  verti- 
cale du  point  pesant  au  bout  du  temps  t. 

Le  point  M  est  l'une  des  extrémités  de  la  courbe  syn- 
chrone, puisqu'il  correspond  à  u  =  oo  . 

Nous  avons  maintenant 

O A  =  arc  Amz=z  m  cp  —  sjir^ , 
(3) 


corde  A  ni  —  u  sin  cp  —  «  sin 

Soient  A',  m',  les  positions  infiniment  voisines  corres- 
pondantes de  A,  m:  b,  n  les  projections  de  A,  m  sur 
A'm't,  et  <7  celle  de  b  sur  mn.  En  ayant  égard  aux  for- 
mules (i)  et  (3),  on  voit  facilement  que 


(4 


'ÀÀ'=dOÀ  =  £^ 

A&  =  AA'sin©=^ 


-rsini/-1 
i/k  V    « 


• 


do     ~  —   —    —r  =  7 A    /'• 

Si  l'on  remarque  que 

mh  ■==.  mq  H-  qn  =  A&  -h  corde  A  m  dtp, 

et  si  l'on  substitue  à  AZ>,  r/tp  et  corde  km  leurs  valeurs 
ci-dessus,  on  trouve  mn  =  o. 

Le  point  72  venant  se  confondre   avec  m,  on  voit  que 
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m\  vient  se  placer  en  un  point  m!  situé  sur  le  prolonge- 
ment de  A' m  et  que,  par  suite,  la  courbe  synchrone  est 
normale  à  la  cycloïde. 

3.  La  plus  petite  valeur  de  u  correspond  à  celle  des  cy- 
cloïdes  qui  est  parcourue  totalement  par  le  mobile  au 
bout  du  temps  t  et  est  donnée  par 

OA  =  \J  lir,  =.'KJUi 

ou 


r,  m 


,       OA=-^,       C  =  *. 
Ainsi,  en  portant  sur  l'axe  la  longueur 

(Jm0  =  -, 

on  obtiendra  un  point  m0  de  la  courbe  où  elle  sera  tan- 
gente à  cet  axe. 

La  formule  (  i  )  montre  d'ailleurs  que  la  tangente  est 
horizontale  au  point  M. 

Si  l'on  se  donne  une  valeur  de  u  supérieure  à  —  >  il  sera 

facile  de  déterminer  la  longueur  correspondante  de  OA, 
soit  au  moyen  de  la  première  des  formules  (3),  soit  par 
l'intersection  avecCXr  de  la  demi-circonférence  construit*' 
sur  la  portion  de  la  direction  de  Oy  déterminée  par  le 
point  INI  et  par  l'extrémité  d'une  longueur  égale  à  // 
portée  au-dessus  de  O  et  à  partir  de  ce  point.  En  traçant 

la  circonférence  de  rayon  -  tangente  en  A  à  Ox  et  li- 
mitant sur  elle  l'arc  Àm  =  OA,  on  obtiendra  la  posi- 
tion du  point  cherché  ///. 

11  y  a  un  troisième  point  principal  qu'il  est  bon  de 
déterminer  Lorsque  l'on  veut  exécuter  Le  tracé  de  la 
courbe ic'esl  celui  pour  lequel  la  tangente  est  verticale; 
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on  a  pour  ce  point,  d'après  Ja  formule  (1), 


d'où 


2      y  u 


M  =  — ->        (JA  =  =r  2(J//*() 


i.  La  seconde  des  formules  (3)  donne 

dA  m  zzz  du  (  sin  4  /  — 4  /  -  cos  4  /  - 

\     y  w      2  y  m      y  « 

et,  en  supposant  que  b  se  trouve  sur  A'/ra,  en  vertu  de  la 
formule  (i)  et  de  la  première  des  formules  (4), 

.   .  v/tj  du  ri\ 

'  Cl  n  rr.  1 - 


A'  b  =  AA'  sin  o  = =  cos 

2    \Ju        V    u 

Si  nous  désignons  par  do-  l'élément  d'arc  nim'de  la  courbe 
synchrone,  on  a  évidement 

d<s  +  A'b  =  dAm, 
d'où,  d'après  ce  qui  précède, 

et,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

(5)  d<ST=i (sincp  —  o  coscp)  do. 

L'intégrale  générale  de  cette  expression  est 
sino 

COScp - 

<T  =  r,  \    i—    -  ^-ï  do  I  -j-const 


f^ét 
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Pour  avoir  la  longueur  A  de  l'arc  m0  ma,  l'intégrale 
devra  être  prise  entre  les  limites  ©  =  o,  <p  =  tu,  ce  qui 
donne 

sin  œ  do  \ 


(«)  *=■<■(=  +  / 


o.  Comme  l'angle  de  contingence  est  —  des,  la  for- 
mule (5  )  donne  immédiatement,  pour  le  rayon  de  cour- 
bure, 

.    .  da  /s  no        coso 

(7)  ?=—  ^7=2T« 


?3  ?1 

2  T 

Pour  a  =  o  ou  pour  le  point  M,  on  a  p  =  -=-  j 

21) 

O  =  -  ))  7?î0         »        p  =   —  , 

-  i6t( 

G  =  —  »  ))        s  —  • 

2  '  ~3 

Il  est  facile  d'ailleurs  devoir  que  l'expression  (  y)  peut 
se  mettre  sous  la  forme  suivante 

AB    /ÀBx  km       n     \ 

p  =  27>ôâ*(— oâ B"V' 

qui  permet  à  la  rigueur  de  conduire  géométriquement  le 
rayon  de  courbure 

6.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  valeur 
de  l'aire  Om0m!M.  De  la  formule  (i)  et  de  la  première 
des  formules  (3  )  on  déduit 

//  =A,     OA=  ^,     rfOA  =  -    \dm. 

Nous  avons  ainsi 

aire  \ /// \ —  (î  -  )  —  —  -.    :(i  —  cosa^)»©, 


(  ".()•'  ) 


puis 


a  V      C'    0  —  C0S2C-)     , 

a  i  re  m  0  m  A  = T    I ■ Lf  do , 

4  JT         r 


f\  A  fl        f/    y  v  Ti2     0 C0S2©) 

aire  OmA  =     —  -  (i  —  cos2cp)  =  -i   i 

«i      O  1 


20    2 


,r   -'S 


~~  "4  i  i. 


3(l  —  COS2cp)  2  si  11  2  Ci 


cs  + 


fr3 


^t5' 


La  différence  de  ces  deux  dernières  expressions,  où  l'aire 
du  secteur  0/?z0 /;/,  que  nous  désignerons  par  A,  est,  par 
suite. 


-ï 


—  2 


2    \   3cs3 


C*  (i  —  cos2o)    ,  rsin2od(p         2~\ 

I  ; —  do  -\-  2     I     ! T-    -\-    — 

JT        ?4        4      J      t        ^3J 


COS2©  do 


sin  2  ©  do  2 


ou  encore,  en  posant  a©  =  '/^, 

cosydy 


^  +  4 

;y.3     V.       y.4 


/ 


sin  y  t/y  j 


En  intégrant  par  parties,  on  reconnaît  facilement  que 
cette  expression  se  réduit  à  la  suivante 


A—   ' 
A~  3 


4   .                   ,        smy         cosy 
-  (i  -  cosy  ) f* * 

X3  X  X 


-X 


'  sin  y  r/y         3i  4 


t-3 


Tt 


J 


Enfin  on  a,   en  supposant  y  =  o,  pour   l'aire  cher- 
chée, 


OMmni, 


H  (  A     h  +  Ç  sin/^x 

3  \  t:'2  tc3  '  y 
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SIR  LA  THÉORIE  DU  DÉPLACEMENT; 

Par  M.  HALPHEN. 


M.  Cyparissos  Steplianos  a  fait  connaître,  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  Philomathique  (ye  série,  tome  A  J, 
page  i3),  l'élégante  proposition  que  voici  : 

Trois  figures  égales,  situées  d'une  manière  arbi- 
traire sur  un  plan,  coïncident  avec  les  symétriques 
d'une  même  figure,  prises  respectivement  par  rapport 
à  trois  droites. 

Le  même  géomètre  a  énoncé  aussi,  dans  une  com- 
munication verbale,  une  proposition  analogue  et  rela- 
tive à  trois  positions,  occupées  dans  l'espace  par  une 
même  figure,  dont  un  point  reste  fixe.  En  cherchant  à 
généraliser  encore,  j'ai  été  conduit  à  mettre  sous  une 
forme  très  simple  les  éléments  de  la  théorie  du  déplace- 
ment. C'est  ce  que  je  me  propose  de  faire  voir  dans 
cette  Note. 

Soient,  dans  l'espace,  F,  et  F2  deux  positions  d'une 
même  ligure,  tellement  choisies  qu'une  droite  de  la 
figure  F,  coïncide  avec  son  homologue  de  la  figure  1  V 
non  seulement  en  position,  mais  encore  en  direction. 
Soit  A, 2  cette  droite.  La  ligure  F,  étant  donnée,  ainsi 
que  la  droite;  A,.,,  on  obtient  F2  en  imprimant  .«  I -\  deux 
mouvements,  L'un  de  translation,  L'autre  de  rotation,  le 
long  ri  autour  do  A,..  L'ordre  dans  lequel  s'effectuent 
ces  deux  mouvements  n'influe  pas  sur  le  résultat.  S'ils 
s'effectuent  ensemble  ri  par  quantités  proportionnelles, 
le  mouvement  résultant  esl  hélicoïdal.  Pour  cette  raison, 
le  déplacement  est  dil  hélicoïdal.  Ici  on  ne  considère 
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que  le  déplacement  final,  sans  avoir    égard  au  mouve- 
ment par  lequel  on  l'obtient. 

Je  dirai  qu'un  déplacement  hélicoïdal  est  la  moitié 
d'un  autre  déplacement  hélicoïdal,  si,  l'axe  étant  le 
même  pour  tous  deux,  la  translation  et  la  rotation  le 
long  et  autour  de  cet  axe  sont,  pour  le  premier  et  le 
second  respectivement,  dans  les  rapports  de  i  à  2. 

Dans  F<  prenons  une  droite  D1  rencontrant  l'axe  A12 
à  angle  droit.  La  droite  homologue,  dans  F2,  est  de 
même  une  droite  D  rencontrant  l'axe  à  angle  droit.  Ces 
deux  droites  D  et  D,  ont  un  axe  de  symétrie  et  un  seul, 
quand  on  suppose  ces  droites  caractérisées  non  seulement 
par  leurs  positions,  mais  encore  par  des  directions  choi- 
sies sur  chacune  d'elles.  Les  directions  étant  choisies 
ici  homologues,  l'axe  de  symétrie  est  une  droite  D2r 
rencontrant  Taxe  A1 2  à  angle  droit,  et  sur  laquelle  vien- 
drait s'appliquer  D1  par  le  déplacement  i(A12),  moitié 
du  déplacement  (AJ2)  changeant  F1  en  F2. 

Faisons  tourner  la  figure  F1  d'une  demi-circonférence 
autour  de  DM  nous  obtenons  une  figure  F.  Les  droites 
D,  et  A12  de  F,  ont  pour  homologues,  dans  F,  les  droi- 
tes D1  et  A',.,,  cette  dernière  n'étant  autre  que  A12 
changée  de  sens. 

Faisons  ensuite  tourner  F  d'une  demi-circonférence 
autour  de  D2  ;  nous  obtenons  une  ligure  égale,  dans 
laquelle  les  homologues  de  D<  et  A12  sont  D  et  A12, 
puisque  D  est  symétrique  de  D< ,  par  rapport  à  D2.  Cette 
dernière  figure  est,  par  conséquent,  F2.  J'ai  donc  la  pro- 
position suivante  : 

Soit  un  déplacement  hélicoïdal  (At2)  changeant  une 
figure  Fi  en  une  figure  F2.  Prenons  une  droite  D,  ren- 
contrant à  angle  droit  l'axe  du  déplacement,  et  la 
droite  D2,  sur  laquelle  viendra  s'appliquer  D)  par  le 
déplacement  ^(Ay$).  Les  symétriques  de  F,  et.  F2  prises 
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respectivement  par  rapport  à  D,  etT)>  coïncident  entre 
elles. 

Prenons  maintenant  une  nouvelle  position  F3  de  la 
même  figure,  en  donnant  à  F2  un  déplacement  hélicoïdal 
(A23)  autour  d'un  autre  axe.  Les  figures  F2  etF3  seront 
de  même  les  symétriques  d'une  figure  F'  par  rapport  à 
deux  axes  D!,,  D3.  Mais  D2  et  D'2  peuvent  être  arbitrai- 
rement choisies  parmi  les  droites  qui  rencontrent  à  angle 
droit  l'une  A12,  l'autre  A23.  On  peut  donc  faire  coïnci- 
der D2  et  D!,,  en  choisissant  la  perpendiculaire  commune 
à  Al2  et  A23.  Alors  F  et  F;  coïncident,  et  F<,  F2,  F3 
sont  symétriques  d'une  seule  et  même  figure  F,  respec- 
tivement par  rapport  à  trois  droites  D,,  D2,  D3. 

Soit  maintenant  A13  la  perpendiculaire  commune  à 
Di  et  D3.  Cette  droite,  envisagée  dans  F,  a  pour  homo- 
logue A'4  3,  c'est-à-dire  elle-même,  mais  changée  de  sens, 
aussi  bien  dans  F,  que  dans  F3.  Ainsi  A,3,  considérée 
soit  dans  F<,  soit  dans  F3,  est  à  elle-même  sa  propre  ho- 
mologue. Elle  est  donc  l'axe  d'un  déplacement  hélicoïdal 
changeant  F,  en  F3.  Ce  déplacement  est  le  résultant  des 
deux  précédents,  et  il  est  manifeste  que  le  demi-déplace- 
ment £(  A13  )  est  celui  qui  change  D,  en  D;1.  Ainsi  : 

Soient  deux  déplacements  hélicoïdaux,  ayant  pour 

axes  A,2  et  A2:, . 
Soient  : 

D2  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  axt 

D,  la  droite  qui  est  amenée  sur  Dj  par  le  demi-dépla- 
cement 77  (  A|2) ; 

1):,  la  d  roi  le  sur  laquelle  est  amenée\)'>  par  le  demi- 
déplacement  .7    \_..(  )\ 

Les  deux  déplacements. (Ai a))  (Agi),  étant  opéréssuc- 
cessivement  et  dons  cet  ordrey  équivalent  à  un  dépla- 
cement hélicoïdal  unique     ^«a),  dont  Vaxeest  laper- 


(  ?99  ) 
pendiculaire  commune  à  D,  et  D3.   Le  demi-déplace- 
ment ~  (  A,  3  )  est  celui  qui  amène  D<  sur  D3  ( i  ). 

Deux  droites  dirigées  ayant,  comme  je  l'ai  observé 
plus  haut,  un  axe  de  symétrie,  on  peut  amener  en  coïn- 
cidence deux  droites  homologues  de  deux  figures  égales 
par  une  rotation.  Il  est  donc  évident  que  tout  déplace- 
ment peut  être  obtenu,  d'une  infinité  de  manières,  par 
deux  déplacements  hélicoïdaux  successifs.  La  dernière 
proposition  donne  donc  le  théorème  fondamental  : 

Tout  déplacement  dans  l'espace  équivaut  à  un  dé- 
placement hélicoïdal . 

En  conséquence,  dans  le  raisonnement  ci-dessus,  F<, 
F2,  F3  sont  trois  positions  tout  à  fait  arbitraires  d'une 
même  figure,  et  la  proposition  de  M.  Stephanosse  géné- 
ralise ainsi  : 

Trois  positions  quelconques  d' une  même  figure  dans 

l'espace   sont  les  symétriques    d'une   seule   et    même 

figure,  prises  respectivement  par  rapporta  trois  droites. 

Chaque  axe  de  symétrie  est  la  perpendiculaire 
commune  aux  axes  de  deux  des  déplacements  hélicoï- 
daux qui  amènent  les  figures  données  les  unes  sur  les 
autres. 


(a)  Pour  le  cas  particulier  de  deux  rotations  autour  d'axes  qui  se 
rencontrent,  on  retrouve  le  résultat  démontré  par  M.  Brisse  dans  son 
Mémoire  Sur  le  déplacement  fini  quelconque  d'une  figure  de 
forme  invariable  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
3e  série,  t.  I,  p.  i ^2 ). 
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SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQUES  DU  MOUVEMENT 

D  IN  POINT; 

Par  M.  V.  LIGUINE, 

Professeur  à  l'Université  d'Odessa. 


1.  M.  Maurice  d'Ocagne,  en  appliquant  un  mode 
particulier  de  transformation  de  courbes  planes,  est  ar- 
rivé récemment  à  une  intéressante  propriété  géomé- 
trique du  mouvement  d'un  point  ( { ).  Je  me  propose  de 


démontrer  directement  ce  théorème  a  l'aide  de  considé- 
rations purement  cinématiques,  et  d'établir  quelques 
nouvelles  propriétés  qui  s'y  rattachent. 

2.  Considérons  un  point  qui  se  meut  d'une  manière 
quelconque  en  décrivant  une  trajectoire  (M)  que  nous 
supposerons  à  double  courbure.  Imaginons  que  l'on 
porte,  pour  chaque  position  du  point  mobile,  à  partir  de 
cette  position,  sur  la  tangente  à  (M)  et  dans  le  sens  du 
mouvement,  une  Longueur  M\  égale  à  la  vitesse  p  de  ce 


(  ■  )  Même  Tome,  p.  J  i   \ô, 
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point.  Le  lieu  des  points  V  sera  une  nouvelle  courbe  (Y  ) 
que  Ion  peut  considérer  comme  la  trajectoire  de  l'extré- 
mité YT  de  la  vitesse  du  point  M  ('  )  5  soit  \\  =  W\  la 
vitesse  du  point  V  dans  ce  mouvement  sur  (V,).  Pro- 
posons-nous de  chercher  la  relation  entre  les  deux 
vitesses  v  et  vK. 

A  cet  effet,  soient  M',  M"  deux  points  de  (M)  infini- 
ment voisins  de  M  et  M'V==^  la  vitesse  du  mobile 
en  M'.  Joignons  VV.  Les  lignes  MM  =ds  =  vdt  et 
VV  —  ds{  =  vxdl  sont  les  arcs  élémentaires  décrits  si- 
multanément pendant  l'intervalle  de  temps  dt  par  les 
deux  points  M  et  V.  Portons  à  partir  du  point  M  la 
ligne  MA  égale  et  parallèle  à  M'  V  et  joignons  VA  et  AV. 
On  sait  que  VA  est,  en  grandeur  et  en  direction,  l'ac- 
célération élémentaire  du  point  mobile  en  M 5  donc, 
en  désignant  par  cp  l'accélération  totale  de  ce  point, 
YA  =  <?dt.  Enfin  AV  est  égal  et  parallèle  à  MM', 
puisque  la  figure  MM' VA  est  un  parallélogramme.  Dans 
le  triangle  VAV,  le  côté  V  V  est  la  somme  géométrique 
des  côtés  VA,  AV;  on  a  donc  l'équation  géométrique  (2  ) 


Cj  dt  —  octt-i-  vdty 
d'où 

(1)  (>,  =  ('  +  ?, 


(*)  La  courbe  (V)  ne  paraît  pas  avoir  été  spécialement  étudiée  en 
Cinématique.  La  loi  de  la  variation  de  la  vitesse  en  grandeur  et  en 
direction  a  été  représentée  par  une  autre  courbe  introduite  par 
Hamilton  sous  le  nom  de  hodographe.  C'est  surtout  le  système  par- 
ticulier des  coordonnées  tangentielles polaires,  proposées  par  M.  Ha- 
bich,  qui  se  prête  naturellement  à  l'étude  de  cette  ligne  (V).  Voir 
Habich,  Études  cinématiques,  année  1879,  p.  7-12.  Les  formules  gé- 
nérales (2^),  (33)  et  (60)  de  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage 
embrassent  nos  équations  (2)  et  (6)  comme  cas  particuliers. 

(s)  Pour  la  définition  des  opérations  géométriques  et  les  notations 
employées,  voir  Resal,   Traité  de  Cinématique  pure.  p.  18. 
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c'est-à-dire  que  : 

La  vitesse  du  point  V  est  la  résultante  ou  somme 
géométrique  de  la  vitesse  et  de  V accélération  totale 
du  point  mobile  (  *  ). 

3.  La  propriété  trouvée  par  M.  d'Ocagne  est  un  des 
corollaires  du  dernier  théorème.  En  effet,  décomposons 
la  vitesse  vK  en  deux  composantes  f1jT,  Pi  &5  dirigées 
l'une  suivant  la  tangente  MV  ou  T  et  l'autre  suivant  la 
normale  principale  N  à  la  trajectoire  (M)  en  M.  Cette 
décomposition  est  toujours  possible,  car  les  droites  ^,T 
et  N  sont  situées  dans  un  même  plan,  le  plan  oscula- 
teur  de  (M)  en  M.  On  aura,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

,    A  Vu?—  PiCos(i>j,T)=  <pcos(«p,T)H-pcos(^,T), 

(a) 

j    C1)N  —  Vt  COS(^1,N)  =  cp  CQS(«p,N)  ■+-  v  cos  (  t\  N). 

Or,  la  direction  T  étant  prise  dans  le  sens  du  mouve- 
ment, 

cos(c,T)=:i,     cos(p,N)  =  o; 

de  plus,  en  désignant  par  cpT,  epN  les  accélérations  tan- 
gentielle  et  normale,  c'est-à-dire  les  composantes  de  çp 
suivant  les  directions  T,  N,  et  par  p  le  rayon  de  cour- 
bure de  (M)  en  M,  on  a 

dv  c- 

( b  )    ç  cos (<p, T)  =  çx  —  ~r  '      ?  cos  (  '? >  N  )  —  'f.N  —  — 


(')  D'après  la  relation  (i),  on  peut  encore  définir  l'accélération 
totale  dans  le  mouvement  d'un  point  comme  la  différence  géomé- 
trique des  vitesses  du  poinl  \  ci  du  point  considéré,  puisque  «le  (i) 
<ui  tire  ç  =  ^',  —  v.  Cette  équation  géométrique  ou  la  relation  (1)  peut 
aussi  être  regardée  comme  une  conséquence  de  ce  théorème  général 
dû  à  Somoff  :  La  première  dérivée  géométrique  d'une  valeur  qui 
varie  avec  le  tempe  en  grandeur  et  en  direction  est  la  différence 
géométrique  entre  la  vitesse  de  l'extrémité  du  vecteur  et  celle  de 
son  origine*  (VoirSoMorr,  Theoretisehe  Mechanik}  au*  dem  ruseis 
rhen  von  Ziwet,  vol.  I  :  i v 


(  3o3   i 
Il  vient  donc 


l     r1>T  —  ©T  -j-  v- 
(2) 


('lT  —  !pT  -i-  r—  _|_  ^ 


*'l,N  : —  ?N  - 


Ces  formules  (2)  expriment  la  propriété  démontrée 
par  M.  d'Ocagne  pour  le  cas  particulier  d'une  trajec- 
toire plane. 

4.   Puisque,  d'après  les  formules  («), 

r?=^T+<1,N,      tang(c1,T)=^", 

rl,T 

on  trouve,  en  vertu  des  relations  (2)  et  (Z>), 

I    r?  =  cp2  -f-  v*  4-  2  rcpT  =  [  -y-)  +2C-J-+-T+  e2, 


P' 


tang(e1,T)  = 


'f  T  H-  T  /  «fc 


?l',+  ^ 


Lorsque  le  mouvement  sur  (M)  est  uniforme,  v  est 
constant,  et  l'on  a 


<'i.t  =  <'?     Vijn——  >     <'i=  t'i/-^ +  1,    tang(f>1,T)  =  -i 

p.  Vf  p 

La  tangente  de  l'angle  des  vitesses  Pj,  v  varie  en  raison 
inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  (M).  Si 
le  mouvement  uniforme  est  circulaire,  cet  angle  et  la 
vitesse  vK  sont  constants. 

Lorsque  le  mouvement  est  rectiligne,  0  =  x   et 

dv 
cliN  =  0,     v—  r1)T=  ~j-t  +  Pi     (^i,  I)  =  o. 

Enfin,  si  le  mouvement  est  en  même  temps  rectiligne 
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et  uniforme,  on  aura 

?i,t  =  «V  •  <Y,a  =  <>ï     ^.=  1',     (i'i,T)  =  o. 

o.  La  relation  (i)  n'est  elle-même  qu'un  eas  particu- 
lier d'un  théorème  plus  général.  Difïérentions  cette  re- 
lation géométriquement  n  fois  par  rapport  au  temps \  en 
désignant  généralement  par  ©W  et  çp^  les  accélérations 
totales  d'ordre  s  des  points  M  et  V,  et  en  observant  que 
la  jiiemc  dérivée  géométrique  de  la  vitesse  est  l'accélé- 
ration totale  d'ordre  zz,  et  la  7iltime  dérivée  de  l'accélé- 
ration totale  du  premier  ordre  est  l'accélération  totale 
d'ordre  //  -f-  i,  on  obtient  l'équation  géométrique 


(4)  ?<»>— y*-»-i)  -+-©(»), 

Donc  :  la  résultante  de  deux  accélérations  d'ordres 
successifs  n  et  n  -H  i  dans  le  mouvement  d'un  point  est 
V accélération  d'ordre  n  du  point  V. 

A  l'aide  de  la  relation  (4),  il  est  facile  de  trouver  les 
expressions  des  composantes  cpj'y,  <pi"N-,  cpj'g  de  l'accéléra- 
tion cp("'  d'un  ordre  quelconque  n  du  point  V  le  long  de 
la  tangente  T,  de  la  normale  principale  j\  et  de  la  binor- 
male  B  «à  la  trajectoire  (AI),  lorsque  l'on  connaît  les 
expressions  des  composantes  de  cpW  et  s('|+|)  sur  les 
mêmes  directions.  On  obtiendra  en  général  ces  der- 
nières composantes  au  moyen  des  formules  récurrentes, 
dues  À  Somo(f(  '  ). 

0.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  les  com- 
posantes s,  T,  Qp t  m  9i,b  c^e  l'accélération    totale  -z{  du 

premier  ordre  du  point   \  .   Pour  //  ■=  r ,  la  formule  (4) 


(*)  Voir  Somofp,    Mémoire  sur  les  accélérations  de  divers  ordre* 
i  Mémoires   de  l'Académie  des  Sciences   de    Saint-Pétersbourg^ 
série,  t.  Ylll.  n    >  i,  on   Theoretische  Mechanik,  \<>l.  I. 


(  îoo 
devient 

(■>) 

d'où  l'on  conclut 

?i,t  =  <?i  cos(cpl5T) 

=  çW  cos(f2),T)  -i-  o  cos(cp,T)  =  f*ï  H-  ?T, 

?1,N  —  ?lCOS(<Pi,N) 

—  TW  cos(cp(2),N)  4-  ?  cos  (?,  N)  =  <p(f>  +  cpN} 

?t,C  =  ?lCOS(c?1,B) 

=  cp(-)  COS  (<p(2),  B)  -h  cp  C0S(cp,  B)  —  cp{j2)    4-  cj>B. 

Mais,  d'après  des  formes  connues  (2), 

d(-\ 
*  =  -rfT-  +  Frfi'    f»  =  -> 

?B2'  —  ■>        ^i)  —  O, 

rp 

/•  désignant  le  rayon  de  torsion  de  la  trajectoire  (M) 
On  trouve  donc  pour  les  composantes  cherchées  de  <p, 

d'2  v       dv       c3 

d\j)        V2        v  dv 

i,,w  dt  p         0  dt 


,3 


ri'B       rp 


7.   Posons,  dans  la  formule  (4),  successivement  71=  1 , 

.-////?    «Te  Machémat.,  3e  série,  t.  1.  (Juillet  1882.)  20 
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2,  3,  .  ...  m\  il  vient 


Cpi  —  ?m  +  Tj     Til**  =  <pW  -h<p(2)'. 


d'où  l'on  déduit  facilement  les  relations 


i  ?i  "+"  ?i   ~+~  Vi    ■+■  •  •  •  ■+■  v« 


(8)  ?i-?i2)  +  ?ïi,-'f,i4)  +  :?,i5J—  •  •  • 


,*    "!    ,r  — ,r{/n-hi\ 


dans  la  dernière  équation  on  prendra  le  signe  — lorsque 
le  nombre  ni  est  pair  et  vice  versa.  Enfin,  de  ces  deux 
dernières  relations  on  conclut  encore  la  suivante 


<p(!2)  ■+-  <pi4)  -h  'f1!6'  -H  ...  H-  cp('»-^ 


"(2)     .     «(3)      ,     0(4)     .  .     0(m) 


selon    que  m  est  pair  ou  impair.   L'interprétation  des 
formules  (7),  (8)  et  (9)  ne  présente  aucune  difficulté. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  DE  L'ÉQUILIBRE  ASTATIQIE; 

Pàh  M.    \.   DE  SAINT-GERM  \IV 


Considérons  un  solide  S  dont  plusieurs  points   M,, 
M2,  .  .  .   son!  sollicités  par  des  forces  données  Ff1  F 
constantes  en  grandeur  et  en  direction,  quelle  que  soil 
la  position  du  solide;  un  des  premiers  problèmes  qui  se 


(  •><>-  ) 

présentent  est  la  recherche  des  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  forces  F/  se  fassent  équilibre 
dans  toutes  les  positions  de  S,  c'est-à-dire  pour  qu'il  v 
ait  équilibre  asiatique.  Le  cas  où  les  forces  sont  paral- 
lèles est  extrêmement  simple;  mais  il  est  faeile  d'v  ra- 
mener le  cas  où  elles  ont  des  directions  diverses,  et  il  me 
semble  que  cette  réduction  donne  un  moyen  des  plus 
commodes  et  des  plus  naturels  pour  obtenir  les  douze 
équations  de  l'équilibre  asiatique. 

Quand  les  forces  F/  sont  parallèles  à  une  droite  OA, 
elles  ont  en  général  une  résultante  qu'on  peut  regarder 
comme  appliquée  en  un  point  fixe  de  S,  quelle  que  soit 
l'orientation  du  solide;  cette  résultante  est  égale  à  la 
somme  algébrique  des  F/,  en  regardant  comme  positives 
celles  qui  agissent  dans  le  sens  OA,  comme  négatives 
celles  oui  agissent  dans  le  sens  opposé.  Pour  qu'il  y  ait 
équilibre,  il  faut  que  cette  somme  soit  nulle,  mais  cela  ne 
suffît  pas  ;  les  forces  qui  agissent  dans  le  sens  de  OA 
peuvent  être  remplacées  par  une  résultante  R  appliquée 
en  un  point  déterminé  a  de  S,  les  autres  par  une  résul- 
tante R',  appliquée  en  un  point  a\  égale  àR,  mais  de  di- 
rection opposée;  le  couple  (R,  R'),  équivalent  au  système 
des  forces  données,  ne  sera  en  équilibre  que  si  le  solide 
est  orienté  de  telle  sorte  queaa'  soit  parallèle  à  OA-,  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  astatique,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  points  a  et  a  soient  confondus  de  manière  que 
R  et  R'  soient  toujours  directement  opposées.  Prenons 
trois  axes  Oj,  O/,  O^,  et  soient,  dans  une  position  quel- 
conque du  solide,  a?;,  77,  zt  les  coordonnées  du  point 
M;-,  la  coïncidence  des  points  a  et  a' s'exprime  parles 
trois  équations  bien  connues 

(1)  ZF/3>/=o,     sF,.r,=  o,     £F;*,=  o. 

Supposons  maintenant  que  les  forces  aient  des  direc- 
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tions  différentes,  et  cherchons  les  conditions  de  l'équi- 
libre astatiquc.  11  faut  d'abord  que  la  résultante  de 
translation,  indépendante  de  la  position  de  S,  soit  nulle  ; 
prenons  encore  trois  axes  de  coordonnées  et  décomposons 
chacune  des  forces  F,  en  trois  forces  X/,  Y/,  Z,  paral- 
lèles à  ces  axes-,  la  somme  algébrique  des  composantes 
parallèles  à  chacune  des  trois  directions  devant  être 
nulle,  nous  avons  les  trois  premières  équations  de  l'équi- 
libre asiatique 

(2)  SX/=  o,     2Y<— o,     SZ#-=  o. 

La  première  de  ces  relations  montre  que,  parmi  les 
forces  Xf-,  les  unes  agissent  dans  le  sens  CXr,  tandis  que 
les  autres,  ayant  une  somme  égale  en  valeur  absolue  à  la 
somme  des  premières,  agissent  dans  le  sens  opposé}  ces 
deux  systèmes  de  composantes  peuvent  être  remplacés 
respectivement  par  deux  résultantes  A  et  A',  égales  et  de 
sens  contraires,  appliquées  en  des  points  a,  a' dont  la  po- 
sition, par  rapport  au  solide,  est  indépendante  de  son 
orientation.  De  même,  les  forces  1,  pourront  être  rem- 
placées par  deux  forces  B  et  IV,  égales  et  de  sens  con- 
traires,  appliquées  en  des  points  déterminés,  be\  b'.  de 
S5  les  forces  Z,  seront  équivalentes  à  deux  forces  C,  C, 
égales  et  de  sens  contraires,  appliquées  aux  points  c,  c' 
de  S.  Ainsi  le  système  des  loi-ces  Fi  peut  toujours  être 
remplacé  par  trois  couples  dont  les  bras  aa\  bb' ,  ce' 
ont  une  position  déterminée  dans  le  solide,  niais  non  dans 
l'espace;  je  dis  qu'il  ne  saurait  v  avoir  équilibre  asiatique 
que  si  les  points  <-/,/>,  c  coïncident  respectivement  avec 
a',  b\  r'. 

Nous  allons  \oiron  effet  que  si  les  distances  aot \  bb\ 
ccf  ne  sont  pas  toutes  trois  nulles.  011  peul  amener  le  solide 
dans  une  position  telle  que  les  six  ;  \ .   V.  B,  B .  C, 

C  ne  se   fassent  pas  équilibre.  Orientons  d'abord  S  de 


)()()  ) 

manière  que  ad  soit  parallèle  à  0.x  ;  les  forées  A  et  A' 
seront  directement  opposées,  et  il  faudra,  pour  que  S  soit 
en  équilibre,  que  les  couples  (  B,  B'),  (G,  G')  se  fassent 
équilibre-,  or  cela  exige  d'abord  que  ces  couples  agissent 
dans  des  plans  parallèles,  et  puisque  B  et  B'  sont  paral- 
lèles à  Ojy,  G  et  G'  à  O^,  les  plans  des  deux  couples 
devront  être  parallèles  à  Oyz\  il  faut  donc  que  les 
droites  bb\  ce'  soient  parallèles  à  ce  plan.  Si  les  axes  de 
coordonnées  sont  obliques,  il  suffira  de  faire  tourner  S, 
et  avec  lui  bb'  et  cc\  autour  de  aa\  pour  détruire  le  pa- 
rallélisme des  droites  bb'  et  ce'  avec  Qyz,  et  rendre  im- 
possible  l'équilibre  des  deux  couples 5  si  les  axes  sont 
rectangulaires  et  si  bb',  ce'  sont  parallèles  à  Oyz,  je  fais 
tourner  S  autour  de  ad  de  manière  que  bb'  devienne  pa- 
rallèle à  Oz;  les  plans  des  deux  couples  sont  parallèles, 
mais  il  faut  encore  que  leurs  moments  soient  égaux  et  de 
signes  contraires;  si  cette  condition  est  satisfaite,  il  suf- 
fira, comme  le  montre  une  figure  simple,  de  faire  tour- 
ner le  soljde  de  1800  autour  de  bb'  pour  changer  de 
signe  le  moment  du  couple  formé  par  G  et  C',  tandis  que 
celui  du  couple  (B,  B'),  qui  n'est  pas  nul,  ne  changera 
pas,  et  que  la  droite  ad  restera  parallèle  à  Ox,  en 
sorte  qu'il  n'y  aura  plus  équilibre.  Dans  le  cas  où  l'une 
des  distances  ad,  bb',  ce',  ou  deux  d'entre  elles  seraient 
nulles,  des  considérations  analogues  aux  précédentes, 
mais  bien  plus  simples,  montreraient  qu'on  peut  toujours 
orienter  S  de  manière  qu'il  n'y  ait  pas  équilibre. 

La  coïncidence  des  points  a  et  d ,  b  et  b',  c  et  c',  néces- 
saire pour  l'équilibre  astatique,  est  suffisante;  car,  si 
elle  a  lieu,  les  couples  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  G')  auront 
toujours  des  moments  égaux  à  zéro,  et  dans  toutes  les 
positions  du  solide,  les  systèmes  des  X/,  des  Y/,  des  //  se 
feront  séparément  équilibre.  Il  suffit  d'appliquer  à 
chacun  de  ces  systèmes  les  relations  (1)  pour  avoir  neuf 


/ 


(      ^<>      ) 

équations 

,   x  X/  Xi  =  o,     1  Xtfi  =  o .     2  \ ,-  3,  = 
(3)  sY/j?/=o,     sY/^/=o,     EY/5l  =  oJ 

i    X  Z/  ,r /  =  o,     i  Z/j  /  --—  o ,     S  Zi -Zi  =  o, 

qui,  avec  les  équations  (2\  nous  donneront   les  douze 
équations  de  l'équilibre  astatique. 

Quand  ces  équations  ne  sont  pas  satisfaites,  on  peut 
se  demander  combien  il  faudrait  introduire  de  forces 
analogues  aux  F/  pour  assurer  l'équilibre  astatique  5  il  est 
aisé  de  voir  que  deux  forces  ne  suffisent  pas  en  général. 
Prenons  des  axes  tels  que  SX,  et  EYj  soient  nuls,  et 
soient  X,  Y,  Z,  X',  V.  71  les  composantes  des  deux  forces 
cherchées  F  et  F',  x,  7  ,  3,  x',y',  z'  les  coordonnées  de 
leurs  points  d'application;  écrivons,  en  adjoignant  les 
forces  F  et  F' aux  F/,  les  deux  premières  équations  | 
et  les  première,  deuxième,  quatrième  et  cinquième  du 
groupe  (3)  : 

X    hX'— o,     \     -Y'=o, 

SX/3?/+  Xx  -h  V'.r'  =  o.      iXijri    -  \  v  ■+-  \   v'  =  o, 

x >/./•,-: -V./---  Y'./ -'--o.     SY^h-Yj        ]    /  =  o, 

Entre  ces  équations  on  peut  éliminer  X,  X',  ^  ,  V.  .r. 

r'.  )  ,  >  '.  et  Ton  trous  e 

\\    ,  2Y/£* 

SX  "sYfj 

condition  qui   n'est  généralement  pas  satisfaite  avec  lc"> 
forces  proposées. 

A.u contraire,  6n  peut,  d'une inflnité  <le  manières,  trou- 
ver trois  forces  qui  tiennent  cou. s  (anime  ut  en  équilibre  les 
forces  l\  quand  leur  résultante  de  translation  n'est  p 
nulle.  Choisissons  les  axes  coordonnés  de  telle  sorte  que 


(  3n  ) 
SX/,  SY/,  SZ,  soient  différents  de  zéro  ;  on  peut  rempla- 
cer le  système  des  X/  par  une  force  A  appliquée,'  en  un 
point  déterminée  de  S*,  de  même,  les  systèmes  des  Yt-  et 
desZ/  seront  toujours  respectivement  équivalents  à  deux 
forces  B,  G  agissant  sur  deux  points  b  et  c  convenable- 
ment choisis  dans  S.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  aux 
forces  F/  on  associe  trois  forces,  —  A,  —  B,  —  G  appli- 
quées en  «,  b,  c,  on  établira  l'équilibre  astatique. 

Quand  la  résultante  de  translation  des  F,  est  nulle,  le 
système  est  équivalent  au  système  de  trois  couples  (A,  A') 
(B,  B'),  (C,C)  dont  les  bras  ont,  par  rapporta  S,  une 
position  déterminée^  si  l'on  introduit  trois  couples  dont 
les  forces  et  les  bras  soient  respectivement  parallèles  aux 
forces  et  aux  bras  des  trois  premiers,  avec  des  moments 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  aura  encore  un  équi- 
libre astatique. 


SVU  UNE  INTÉGRALE  DOUBLE; 

Par  M.   Gérassime  ORLOW. 


Dans  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  une  intégrale  double 
{Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  t.  VII, 
1870),  Didon  montre  que  la  valeur  de  l'intégrale  double 


»//(• 


(l)JJ(l~ x%— /2)2    *"(i—  iax+az)   *(î—2by-hb2)    *dxdy, 


dans  laquelle  les  variables  x  et  y  sont  limitées  par  la 
condition  a?2-f-Y2f:i,  ne  dépend  que  du  produite, 
dans  le  cas  où  [a  est  un  nombre  entier  positif  quelconque 
et  où  a  etb  sont  moindres  que  l'unité. 


(») 


(  3.2  ; 

Il  déduit  cette  proposition  des  formules  suivantes 


// 


i  i 


(  i  —  x2[ —  r2  )      2  (  i  —  2  a  x  -\~  a1  ) 


1 
x  (i—  2by-*-b*)  P  ~*dxdy 

m  —  » 
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où  p  et  m  sont  également  des  nombres  entiers  et  posi- 
tifs. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  que  la  proposition  de 
Didon  sur  l'intégrale  (i)  subsiste  aussi,  dans  le  cas  de  u 
fractionnaire  positif,  et  que  les  formules  (2)  que  cet  au- 
teur établit  indépendamment  l'une  de  l'autre  ne  sont 
que  deux  cas  particuliers  d'une  même  formule,  que  nous 
déduirons  du. développement  de  l'intégrale  (1)  en  série. 

Introduisant,  au  lieu  de  a,  un  nouveau  paramètre,  en 
posant 

(x  =  2  a  -+-  1 , 

nous  aurons  a"  — j,  eu  égard  à  la  condition  [X^>  o\  et, 

en  même  temps,  l'intégrale  (1)  devient 

(3)      J J (1  —  ■>--)       r(i—  -      *  r/ 

Les  résultats  que  uous  avons  en  vue  résultent  delà 
considération  <l«'  certaines   fonctions  <  .  défini 
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par  l'équation 


Za-t-1  /r 


i), 


(4)  (i  — 2ax -i- a2)      2    =  \  a'w^a?,  o 

où  les  valeurs  numériques  de  a  et  x  ne  surpassent  pas 
l'unité,  et  a  est  un  paramètre  tout  à  fait  arbitraire.  La 
fonction  to^x,  a)  est  un  polynôme  cm,  du  degré  /,  qui 
se  présente  sous  l'une  des  formes  suivantes  : 


(5)  <         __  (2a  +  i).  .  .(2a  +  2/-i) 
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(6)  „|(fC|a)  =  C/__  ^7__, 

où 

(2a-f-i)(2a-f-3).  .  .(2a  H-  oj  —  i)    r(2a-4-  /-M) 
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Considérons  d'abord  l'intégrale  définie 

(8)  /       (i  —  jc2)atal(œi  d)xt'd.jc. 

Au  moyen  de  la  formule  (6),  on  obtient 

i^a  +  l 
/        (i  —  a?s)*cD/(a?,  a)  ./■<"  <•/.'• 

i       ,    x     r+l    ^z(^2— i)a+/ , 

Mais  si  dans  la  formule  élémentaire 

/  U-i — ^  =  e-i-(— iV?  /    V-y — <£r, 
J       û?^?  v        '  J        dx'i 


ou 
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Ct 


\  =  (jc-  —  I) 


«4-/ 


=  /, 


et  observant  que,  aux  limites  x  =  —  i  et  x  =  H-  i,  la 
quantité  0  s'évanouit  sous  la  condition  a^>  —  i ,  on  trou- 
vera l'égalité 


(10) 


C 


1     d!(x2—  !)•+' 


I 


r/x 


d'où  l'on  tire,  en  faisant  L  =  x^  et  />  <^  /, 
1      dHx*—  iY+l 


f 


xp 


dxl 


dx  =  o. 


Ainsi,  pour  a  ^>  —  i,  l'intégrale  (8)  se  réduit  à  zéro, 
pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  l'exposant  />. 
inférieure  à  /. 

On  en  conclut  que,  o[x)  désignant  un  polynôme  en- 


tier, on  aura 


(ii) 


I        (  r  —  ju-  Y  to f  ( x,  a  )  cp  (x)  dx  ■=.  o, 


toutes  les. fois  que  le  degré  du  polynôme  y(x)  est  infé- 
rieur à  /,  et  y.  ^>  —  i . 

En  supposant^  /,  U  =  xP^  au  moyen  des  formules  (9) 
et  (10),  on  obtient  l'égalité 


(19) 


IjC 


(!  —scP)*tûi{x,  %)x*dx 


qui    montre!  que  l'intégrale  (8)  est   encore  nulle    pour 
/»    /.  lorsque  la  différence  jj       /  est  un  nombre  impair. 
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Si  la  différence  p  —  /  est  un  nombre  pair,  la  dernière 
intégrale  s'exprimera  au  moyen  de  la  fonction  W  c'est-à- 
dire 


,-»=» 


(i3) 


<  J-* 

I       —  I.3.5. ..(/?  —  /  —  i)22«+2'+1  r2(a-h/+i) 

\  "  (2a-h2/-hi)(2a7f-2/-h3). .  .(2a-H-/-f-/?+i)  r(2a-|-2/  +  i) 

En  portant  cette  valeur  trouvée  de  l'intégrale  dans 
l'équation  (12),  et  substituant  à  la  constante  ct  sa  valeur 
(7),  on  trouve,  après  quelques  simplifications,  la  formule 
suivante  : 
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r(a  +  i)l2 

r(2a+i)J 
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Je  considère  en  second  lieu  l'intégrale  double 

(15)  J  J  (l—*~—y2)  2    w/(^?j  a)wp(/>  *)dœdy, 

étendue  aux  valeurs  des  variables  x  et  y  telles  que 
x'2  -f- y-  5  1  et  je  vais  faire  voir  que,  pour  a  ]>  —  |,  cette 
intégrale  est  nulle,  toutes  les  fois  que  les  nombres  /  et  p 
diffèrent  entre  eux.  La  proposition  est  évidente  si  l'un 
des  nombres  /  et  /?,  ou  tous  deux  à  la  fois,  sont  impairs.  Il 
ne  reste  ainsi  qu'à  démontrer  notre  proposition  dans  le 
cas  l  =  2  m,  p  =  2»;  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  po- 
sitifs et  inégaux.  A  cet  effet,  je  me  propose  d'abord  de 
déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 

P  f  2a-  1 

(16)  JJ  (l~  a'*—  /2)    2    U2,n(x,a)f2"  (Lrt/\\ 

dans  laquelle  les  variables   satisfont  toujours  à  la  cou- 
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dilion   x2~hj2<:i.    Si    l'on    introduit,    au  lieu   de    ->  , 


une  nouvelle  variable  t,  en  posant  ->"  =  ^ \/ 1  —  x-,   on 
aura 

-\/l-x-  2  a     1 
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l'intégrale  au  second  membre,  sous  la  condition  a  ^>  —  ^, 
s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  F,  de  sorte  que  la 
seconde  partie  est  égale  à 

-  i.3.5.  ..(2/1  —  i)        r(2a-f-i) 


par  conséquent  l'intégrale  (16)  se  réduit  à 

i.3.5. .  .(2«  —  i)       r(2a 


^  '       02cs-M 


(ï  +  i)(a  +  2)...(a+//)    r2(a-i-i) 


X   /        (i  —  ^>2)aw2m(.r,  a)(.r2—  i)«  ih\ 

et  par  suite,  d'après  la  formule  (i  i),  elle  est  nulle,  si  a 
est  inférieur  a  m,  car  (x2 — i)n  est  un  polynôme  de 
degré  •:>. nr;  de  plus,  dans  le  cas  7i  =  m,  on  trouve,  au 
moyen  de  la  formule  (14)7  après  des  réductions  faciles 
qu'elle  se  réduit  à 

1 . 3 . 5 . . .  (2  m  —  1  ) 


(—  1  )"'■>- 


(2  a  4-  2  m  -+-  1  )  (2  a  -\-  2  m  -h  3)  ...  (2  a  -+-  4  /"  -h  1  ) 


On  en  conclut  que,  <p(  v)  désignant  un  polynôme  dé 
degré  >./i  eta  le  coefficient  de  >  -"  dans  ce  polynôme,  on 
aura,  pour  71  <0". 

/'/'  — 
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et  pour  7i  —  ;// 

l   II  (i  —  .r2  —  j2)    2    o>2m(.r,  a)cp(j)akrdy 

(18)  0   . 

v     '  .       .  i .  6 . 5 . . .  (  2  m  —  i  ) 
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(2a+2m+i)(2a+2m  -f-3). .  .  (2a-t-4 w-hi) 


Posant,  dans  (  1 7 )s  o  ( y)  =  co2/z  (j ',  a),  on  trouve  l'éga- 
lité 

qu'il  s'agissait  d  établir,  et  qui  s'applique  évidem- 
ment toutes  Jes  fois  que  les  indices  m  et  n  sont  iné- 
gaux, car  alors  l'un  des  deux  est  toujours  plus  grand  que 
l'autre. 

Posant  également,   dans  (18),   <?(y)  ~  w2to(jTî  a)>  ct> 
eu  égard  à  l'expression  (5),  on  trouve  l'égalité 

n  r  2  a— 1 

Il  (  1  —  x2  —  r2  )    2    w2/„  (  a?,  a)  to2m  (y,  a  )  r/j?  dy 
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=(-!)< 
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au  moyen  de  laquelle  on  peut  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale  cherchée  (3).  A  cet  effet,  multipliant  l'équa- 
tion précédente  par  (ab)2m,  puis  donnant  à  ni  toutes  les 
valeurs  de  m=  o  à  m  —  oo  ,  et  faisant  la  somme,  on 
trouve,  vu  les  équations  (4)  et  (19),  le  résultat  sui- 
vant : 

\      f*  r  2  a  - 1  2a-t-l  2a+l 

l  f  j  (î—a;*—.y*)~ ~(i—2aœ-ha*)~    2  (1  —  2by-t-b2f~rcLrdv 

f  Z«t  m\im  2  a -|- 4  m -t- 1 

ce  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  l'intégrale  double  (3)  ne 
dépend   que   du    produit    ab,    sous    la   seule   condition 


(  3i8  ) 

Chacune  des  formules  (2)  est  un  cas  particulier  de  la 

formule  générale  (20).  Effectivement,  en  premier  lieu5 

donnant   «à  a,  dans  la  formule  (20),  une  valeur  entière, 

positive  quelconque  /?,  on  a  évidemment  la  première  des 

formules  (2).  En  second  lieu,  faisant  a  =  -£— dans  la 

même  formule  (20),  le  second  membre  devient 


m  =^  00 


%m  (?H  +  l)(wi  +  2)...(»t+/?-l) 

{jj — i)i  j^i  im-\-p 

et  la  formule  même  se  réduit  a  la  seconde  des  formules  (2), 


GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DE  IiRIAMHON 
ET  DE  I/I1EXAG0KE  DE  PASCAL-, 


Par  M.   E.   BRASSA  NE 


Théorème  I.  —  Un  polygone  de  in  côtés  est  circon- 
scrit à  une  conique,  si  n  —  1  diagonales  consécutives, 

joignant  chacune  deux  sommets  opposés,  se  coupent 
en  un  même  point  :  la  n*ème  diagonale  passera  aussi 
par  ce  point . 

Théorème  II.  —  Si  un  polygone  de  2  //  côtés  inscrit 
dans,  une  conique  est  tel  que  n —  1  systèmes  de  deux 
côtés  opposés  consécutifs  se  coupent  suivant  une  ligne 
droite,  le  n'  ""'  système  se  coupera  aussi  sur  cette 
droite. 

11  suffira  d'établir  le  théorème  I  dans  le  cas  de  1  octo- 
gone circonscrit  à  la  conique.  Les  liuil  premiers  chiffres 
désignent  les  équations  des  côtés  consécutifs  du  polygone, 
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C\i  c-i-)  c3î  c\  les  équations  des  quatre  cordes  qui  joignent 
deux  à  deux  les  points  de  contact  des  cotés  opposés. 

L'équation  de  la  conique  aura  les  quatre  formes  sui- 
vantes 

X-(i»5)  +  c}=o,     X'  (2,6)h-c|  =o, 
X'(3,7)-hcJ  =  o,     Xw(4,8)+c!=o. 

Un  système  quelconque  de  valeurs  de  .r,  y  rend  tous 
les  premiers  membres  identiques  pour  les  coordonnées 
des  points  de  rencontre  des  côtés  i ,  2  et  '5, 6  ;  on  a 

par  la  raison  que 


Cj  —  qzy/X(i,5)     et     c2  =  zp  y/X'(2,6) 

et  que  les  seconds  membres  sont  nuls.  Pour  les  équations 
des  quatre  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés, 
on  trouve 

Ct=C2,       C2~C3,       C3=c4>       C4=c!; 

si  les  trois  premières  sont  satisfaites  par  les  coordonnées 
x,y  d'un  même  point,  il  en  sera  de  même  de  la  qua- 
trième. 

Les  expressions  de  cK ,  c2,  c3,  c4,  ...  déduites  des  rela- 
tions précédentes,  qui  sont  du  second  degré,  se  rapportent 
à  deux  figures  différentes.  Si,  par  exemple,  dans  le  cas  de 
l'hexagone  circonscrit,  on  prolonge  jusqu'à  leur  ren- 
contre les  côtés  i,3  \  4->6  ou  2? 4  ?  S-)1-)  ou  3,55  6,  2,  on 
forme  trois  quadrilatères  dont  les  diagonales  se  coupent 
au  môme  point.  Leurs  extrémités  sont  les  sommets  d'un 
nouveau  polygone  circonscrit  à  la  conique. 
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MANIÈRE  DIRECTE  DE  RAMENER  LA  COMPOSITION  DES  FORCES 
CONCOURANTES  A  LA  THÉORIE  DU  LEVIER; 

Pau  M.  E.  BRASSINNE. 


Areliimède,  pour  établir  la  théorie  de  la  composition 
des  forces  parallèles,  part  de  ce  principe,  qu'il  regarde 
comme  un  fait  d'expérience  : 

Si  une  droite  rigide,  ou  un  levier  horizontal,  est  solli- 
cité à  ses  extrémités  par  des  poids  égaux  de  directions 
parallèles,  l'appui  du  levier  placé  en  son  milieu,  sup- 
porte une  charge  égale  à  la  somme  des  deux  poids. 

Galilée  le  premier  a  considéré  le  levier  coudé  AFB, 
dont  les  bras,  a,  h  sont  sollicités  à  leurs  extrémités  par 
des  forces  perpendiculaires  P,  Q,  et  il  a  démontré  que 
l'équilibre  existe  si  P.  a  =  Q  .  h.   On  ramène  ce  cas  au 


levier  rectiligne  d'Archimède,  en  prolongeant  le  bras  a 
d'une  Longueur  6' égale  à  h  et  en  appliquant  au  Levier 
/> l'Y/ des  forces  —  Q  et  Q  perpendiculaires  à  ses  bras; 
des  forces  qui  ne  troublent  point  l'équilibre  existant,  el 
modifient  seulement  la  pression  de  l'appui  I  . 

Si  actuellement  les  forces  P,  O  prolongées  agissent  à 


(  3m  ) 
leur  point  de  rencontre  /«,  leur  résultante  R  détruite  par 
l'appui  aura  pour  direction  AF,  et  si  l'on  prend  R  en  sens 
contraire,  les  forces  P,  Q,  —  R  seront  en  équilibre,  l'ap- 
pui F  restant  libre.  Si,  déplus,  on  mené  par  ce  point  des 
parallèles  F//?,  Yn  à  Q,  P,  ces  droites  proportionnelles 
aux  bras  de  levier  « ,  b  pourront  représenter  les  intensités 
de  ces  forces.  Dans  ces  conditions,  on  peut  supposer  un 
appui  au  point  A,  et  si  l'on  trace  des  perpendiculaires  A  .r, 
Ky  aux  forces  Q,  —  R,  ces  droites  reliées  entre  elles  con- 
stituent un  levier  coudé  en  équilibre  ;  et,  d'après  Galilée, 
Ax.hn  =  Ky.  R,  relation  à  laquelle  on  satisfait  en 
faisant  R  =  A  F,  puisque  les  deux  produits  mesurent  le 
double  de  Paire  des  triangles  équivalents  Klui,  KhY  de 
même  base  Kh  et  de  même  hauteur. 

Ainsi,  la  seule  loi  du  levier  démontre  que  la  résultante 
des  deux  forces  P,  Q  qui  concourent  en  //,  et  dont  les 
intensités  sont  /zm,  hn,  est  en  grandeur  et  en  direction  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  les  forces. 


THÉORÈME  RELATIF  A  UN  CERTAIN  RÉSEAU  DE  QUATRE 
SECTIONS  CONIQUES  ; 

Par  M.  Fritz  HOFMANN,  à  Munich. 


I.  Etant  donnes  un  point  fixe  S  et  quatre  droites 
fixes  quelconques  A,  B,  C,  D,  dont  aucune  ne  passe  par 
le  point  S  et  qui  ne  passent  pas  toutes  par  un  même 
point  C,  D,  si  Von  cojistruit  quatre  sectio/is  coni- 
ques K|,  Ko,  K3,  K4  qui  aient  toutes  le  même  point  S 
Ann.  de  Machém.,  3e  série,  t.  I  (Juillet  1882).  9.1 
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pour  foj  er  et  telles  que 

Kt  touche  B,  C,  D  en  Pi,Yt>$i> 

K2  A,  C,  D  en  a2,  y2j  ^2, 

K3  A,  B,  D  en  a3,  p3J  S3j 

Ki  A,  B,  C  en  a4)  p4,  y*, 

o«  rz  /e.9  relations 

(YiY.)  =  («i8.)  =  («t«4)  =  (fcPO. 
(Yiï*)=  (Pi  PO  =  («.«•)  =  («!«•), 

(ï2  Y*)  =  (a2  a4)  =  (  Pi  ?»)==  (  Ôl  &0l 

<?/z  désignant  par  (y4  y2)  l'angle  yiS"^  soitf  lequel  la 
distance  des  deux  points  Y*,  y2  e^  vue  tfta  point  S. 

Par  la  condition  énoncée  il  n'est  pas  exclu  que  trois 
des  lignes  A,  B,  C,  D  ne  se  coupent  en  un  seul  point  P; 
alors  une  des  sections  coniques  se  réduit  à  ce  point  P. 

II.  On  peut  énoncer  le  même  théorème  sous  une  forme 
différente  : 

Etant  donnés  trois  droites  quelconques  A,  B,  C.  un 
point  fixe  S  et  une  section  conique  fixe  K3  qui  touche 
les  deux  droites  A,  B  en  a3,  ^3  et  qui  ait  S  pour foy  er. 
quand  on  décrit  pour  une  tangente  quelconque  mobile  I) 
de  cette  section  conique  R3  les  deux  sections  coniques  K , , 
K2  de  foyer  S,  et  telles  que 

K,   touche  B,  C,  D  en   pi,Yt,  $t, 
K2  A,  C,  D  en  zx, Ys>$2) 

la   distance  des  deux  points  mobiles  0,,  §3  SUT  la   tan- 
gente, mobile  1)  est  toujours  rue  sous  le  même  angle  du 

point  S. 

Dans  le  mouvement  de  la  tangente  I).  (es  lignes  \. 
C.  D  peuvent  passer  par  un  même  point  P,  et   B.  C,  I) 
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par  un  point  P'.  Pour  ces  positions-là  une  des  sections 
coniques  KM  K2  dégénère  en  un  point  sans  que  la  géné- 
ralité du  théorème  soit  altérée. 

Ces  relations  curieuses  se  démontrent  aisément  à  l'aide 
de  deux  théorèmes  auxiliaires. 

1.  Quand  on  mène  d'un  point  P  [fig.  i)  deux  tan- 
gentes PR,  PQ  à  une  section  conique,  on  a 


KSPr=PSQ. 

Car,  la  directrice  étant  rencontrée  par  la  droite  RQ 
en  T,  on  déduit  directement  de  la  figure  que  la  droite 

Fig.  i. 


SP  est  la  polaire  du  point  T  :  donc  le  faisceau  des  quatre 
rayons  S(TRVQ)  est  harmonique,  et  puisque,  d'après 
la  définition  du  foyer,  TS  est  perpendiculaire  à  SP 
comme  polaire  de  T,  on  a 

RSP^PSQ. 

2.    Quand    deux    sections    coniques    ont   un  foyer 
commun  S  [fig*  2)  et  deux  tangentes  communes  S,  82, 


y,  va,  on  a 


ïiSYs- 


(  3^4  ) 

Ce  théorème  se  déduit  du  précédent.  Donc  on  a  d'abord 
les  six  identités  suivantes,  en  ne  considérant  que  les  va- 

Fig.    2. 

_^r  r 


leurs  absolues  des  angles 

(a2a3)=(Ô2Ô3)  ==  A„,        O,  p3)r-(8,  03)   =  A|3, 

(«*«*)  =  (Y* T*)."r=^*i     (?i  P*)  =  (ï2  Y*)  =  Au, 

(a3  «t)  =  (P»  p4)  =  A,*,      (Yi  T2)  =  (5i  52)  =  A12. 

Mais  il  y  a  encore  quatre  équations  évidentes  entre  les 
douze  angles,  savoir: 

(c4«0  +  («,^)  +  (0*^)  =  (PtPi)  +  (P»P*)i1(P*Çi) 

=  (YiY2)-+-(Y«Y*)-+-(Y*Yi) 

=  {§l  o2)  -H  (ô2o3)  -f-(o3c,)  =  180°. 

ou 

"À12  +  An  +  Au 

-    ™-U  "î-      *2H  ~^~      "-II' 

On  en  déduit  les  identités  suivantes 

mî     =  Aj4, 
*  I  i  *  2  t  • 

V,        \., 


ou 


(YiY«)       (Mî)       (*.«») 


(  3,5  ) 
SUR  LA  METHODE  DES  ISOPÉRIMÈTRES; 

Par  M.  Eugène  ROUCHÉ. 


M.  Désiré  André  a  fait  connaître,  en  1874,  dans  ce 
Journal  (2e  série,  t.  XIII,  p.  178),  deux  propriétés  nou- 
velles des  apothèmes  et  des  rayons  de  la  suite  des  poly- 
gones réguliers  isopérimètres  dont  le  nombre  des  côtés  va 
sans  cesse  en  doublant. 

Si  Von  retranche  chaque  apothème  du  suivant,  l'une 
quelconque  des  différences  est  inférieure  au  quart  de  la 
précédente. 

Si  l'on  retranche  chaque  rayon  du  précédent,  V une 
quelconque  des  différences  est  inférieure  au  quart  de  la 
précédente. 

On  peut  tirer  un  parti  utile  de  ces  propositions  qui 
semblaient  n'offrir  qu'un  intérêt  de  pure  curiosité}  nous 
allons  montrer,  en  effet,  qu'elles  permettent  de  simpli- 
fier, d'une  manière  à  la  fois  notable  et  fort  simple,  la 
méthode  des  isopérimètres. 

I.  Désignons  par  a  et  p  F  apothème  et  le  rayon  du 
polygone  régulier  de  n  côtés  dont  le  périmètre  est  égal 
à  2,  et  par  a*  et  p#  l'apothème  et  le  rayon  du  polygone 
régulier  isopérimètre  dont  le  nombre  des  côtés  est  égal  à 


72.2*. 


Les  rapports 


a,      a3 —  a2  <x,n  —  a„,_j 


a,— a       et,—  a,  «m-i— am-2 

étantmoindresque  7>  il  en  est  de  même  du  rapport  obtenu 


(  3^6  ) 

en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  celle  des  dé- 
nominateurs, c'est-à-dire  du  rapport 


a„,_,  —  a 


"m—  1 

et  aussi  de  sa  limite  lorsque  l'entier  m  croit  indéfiniment. 

On  a  donc 

i 
ai 


<v 


7t 


d'où 


1  ï    /  s 

-  <*1  —  ô(at  —  *)• 

TC  6 


Le  môme  raisonnement,  appliqué  aux  rapports 


Pi  —  p2       P2  —  P3                         Pm-l  —  ?m 
,    ,     .  .  .  ,     . , 


Pi         Pi  —  P2 

I 


r'm— 2        r'm—l 


donne 

j  >  p. -§(?-?«)• 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

a  et  p  étant  l'apothème  et  le  rayon  d'un  polygone  ré- 
gulier quelconque  dont  le  périmètre  est  égal  à  2,  et  a, 
et  p,  étant  l'apothème  et  le  rayon  du  polygone  régulier 
isopérimètre  d'un  nombre  de  côtés  double,  le  7iombre 

i 

-  est  compris  entre 

Pi—  3  (P— Pi)      et     a1-h^(a1  — a). 

Remarquons  que  la  différence  entre  ces  deux  limites 


■A? 


équivaut  a 


*)—  ^(?i  ~ «i) 


3"      «, 


(  3.7  ) 

Il  suffît,  pour  le  voir,  d'éliminer  p  et  a  à  l'aide  des 
formules  fondamentales 

ai  =  ~(a+-p)>     Pi  =  Vai  P- 
II.  Cela  posé,  considérons  la  suite  de  Schwab 


i      i 


v£ 


O,    —  y     y)     — t-j     «i,     r1?    «2>     r2- 

244 

Tandis  que  la  méthode  ordinaire  des  isopérimètres 
consiste  à  prendre  a^  et  />  pour  valeurs  approchées  de 

i 

7Î 


-î  la  méthode  perfectionnée  consiste  à  prendre 


Comparons  la  marche  de  l'approximation  dans  les  deux 
cas. 

Pour  obtenir  -  à  moins  de ?  il  suffit,  dans  la  mé- 


thode  ordinaire,  que  Ton  ait 


1 
i'k  —  au  < 


10'" 

Or,  la  différence  r#  —  a^  est  moindre  successivement 
que 

et,  par  conséquent,  moindre  que 


4*.  10 


puisque  /'<  —  «,  =  0,0248...  est  inférieur  à  —  •  L'iné- 
galité primitive  sera  donc  vérifiée  si  l'on  a 

4A>io"l~S 
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d'où 

et,  a  fortiori, 


171  —  I 

Jog4 


k>  ^{m  —  i), 


,  3 


puisque  log4  =  0,602...  est  supérieur  à  -=» 

Dans  la  méthode  perfectionnée,  pour  obtenir  -  à  moins 
de  •>  il  suffit  qu'on  ait 


1  , 

T. 


2  (rk—aky        _i_ 
3"      ak      ~        10'»' 


mais  r/t — ah  est  inférieur  à 

1    3 


4*.  10 


et  ak  reste  supérieur 


à  — y  puisque  aK  =  o,3oc...;  l'inégalité  précédente  sera 
donc  vérifiée  si  l'on  a 


24**>io*-1, 


et,  a  fortiori, 


4U+1>  io"'-1 
On  en  déduit  successivement 


m  —  1        5  .  .       ,        1  .  ,,  a . 

2k-hJ>  -. r  >  0  (m  —  1),     Â  >  -(o/«  — 8). 

log4         o  o 


Comme   rentier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à 

5 

s  (m  —  1)  est  au  moins  égal  au  double  de  l'entier  égal  OU 

immédiatement  supérieur  à  ^  (5m —  8),  on  voit  que  l'em- 
ploi de  la  méthode  perfectionnée  diminue  certainement 
le  travail  de  moitié. 

III.  On  pourrait  aller  plus  loin;  des  deux  valeurs  ap~ 
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prochées 

Sk  —  rk  —  ^  (  /•*_  ;  —  rk  ) ,     bk  —  ak  +  ^  (  a*  —  « A._ ,  ) 

on  déduirait,  par  un  tour  analogue,  deux  nouvelles  valeurs 
plus  approchées,  et  ainsi  de  suite. 

En  considérant,  par  exemple,  la  valeur  par  excès  &*et 
tenant  compte  de  la  relation 

ak+.x  —  ak        i     ak 


on  verrait  que  le  rapport 

bk—bk+l 

bk-i  —  bk 
est  égal  à 

i  ak.ak_i 

et,  par  suite,  moindre  que  -^>  et  il  en  résulterait,  par  le 
raisonnement  fait  en  commençant, 


-  <bk—  j^(bk^  —  bk). 


On  voit  de  la  sorte  que  l'on  obtiendrait  des  valeurs 
alternativement  approchées  par  défaut  et  par  excès,  soit 
à  l'aide  des  seuls  apothèmes,  soit  à  l'aide  des  seuls 
rayons. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  indication,  d'abord  parce 
qu'il  s'agit  d'une  de  ces  extensions  faciles  que  chacun  peut 
développer,  une  fois  le  principe  posé,  et  aussi  parce  qu'il 
convient,  ce  nous  semble,  de  conserver  à  cette  solution 
élémentaire  la  simplicité  qui  la  distingue. 


(  33o  ) 
CORRESPONDANCE, 


Le  théorème  de  Mécanique  suivant  et  sa  démonstra- 
tion élémentaire  sont  bien  connus. 

Si,  aux  milieux  des  côtés  d'un  polygone  plan  quel- 
conque, on  applique,  dans  le  plan  de  ce  polygone,  des 
forces  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés, 
perpendiculaires  à  leurs  directions,  et  dirigées  toutes 
du  dedans  au  dehors,  ou  toutes  du  dehors  au  dedans, 
ces  forces  se  feront  équilibre. 

J'en  déduis  ce  théorème  de  Géométrie,  qui  me  semble 
curieux  : 

Soit  un  polygone  plan  quelconque  et  un  point  O  dans 
son  plan.  Les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  côtés  déterminent  sur  chacun  des  côtés  deux 
segments  (p,  p<  ),  (//,  p'J, 

a^  a  ,  .  .  .  étant  les  longueurs  des  côtés,  on  a  l'éga- 
lité 

ap  4-  a'p'  4-  .  .  .  =  apx  -+-  a! p\  -+- 

Il  suffit  pour  le  démontrer  de  prendre  par  rapport  au 
point  O  la  somme  des  moments  des  forces  qui  se  font 
équilibre  suivant  le  premier  théorème. 

G.   B\K1\AN, 
Étudiant  à  la  Faculté  «l^s  Sciences  de  Bordeaux. 

Dans  le  Zeitschrift  de  Hoffmann,  j'ai  lu  avec  le  plus 
vif  intérêt  les  rapports  contenant  les  questions  dues  aui 
Nouvelles  Imntles.  IVrmcl  Ir/.-inoi  une  petite  Note  con- 
cernant la  Question  suivante  : 

Dans  le  Quadrilatère  inscriptible  et  circonscriplibic  </ 
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•2  «2 


un  cercle,  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  — — —^  > 

où  /'  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  p  celui  du  cercle 
insci^it  et  d  la  distance  des  centres. 

On  peut  mettre  cette  expression  sous  la  forme 


aP(p  +  \/p2  +  4/-2)> 
en  substituant  la  valeur  de  d,  car 


rf*  =  rs  +  p«  —  PV/p2  +  4'-2- 

C'est  le  théorème  analogue  à  celui  que  Sturm  a  dé- 
montré pour  le  triangle,  en  1824,  dans  les  Annales  de 
Gergonne.  Si  Ton  veut  avoir  d  dans  la  formule,  on 
obtient  par   combinaison    le  produit   des    diagonales, 

2(r2-+-  2p2—  d2). 

P.-V.    SlHAEWEN, 
A  Sarrebruck  (Allemagne). 

...  Je  suppose  un  point  M  lié  invariablement  à  des 
axes  O.T,  Oy  rectangulaires,  dont  l'un,  Ox,  roule  sur 
une  courbe.  Soit  T  le  point  de  contactée  lui  fais  décrire 
un  arc  de  courbe  déterminé,  et  la  droite  TM  décrit 
alors  une  surface.  Cette  surface  conserve  une  valeur 
constante  quand  le  point  M  est  situé  en  un  point  quel- 
conque d'un  cercle.  Telle  est  la  proposition  cà  faire  voir. 

Soit  T' une  position  de  T  infiniment  voisine,  TT'=  ds  ; 

quand  on  passe  de  T  en  T',  Ox  tourne  de  l'angle  de 

contingence  da,  T  est  le  centre  de  rotation,  TM  vient 

en  TM'  par  une  rotation  da.  La  surface   MM'TT'  se 

compose  de 

TT'M'     ou     \ds.y 
et 

MM'T     ou     J[>»+(a?  — s)*]da. 

Elle  a  pour  valeur 

\ {x-  H- y-)  dx  +  \yds  4-  xs doc  -f-  {  s2 dot. 
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La  somme  intégrale  de  ces  aires  est 

^(.r2  -h  j2)  p  -+-  i y. s  4-  x  j  '  5^/a  -f-  /  j  **«**, 

o  étant  l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes,  s  l'arc  décrit 
par  le  point  de  contact  T,fs  doi  l'arc  de  développante  dé- 
crit par  le  point  du  plan  xOy  coïncidant  avec  T  à  l'ori- 
gine. 

f^  dot  s2  l'aire  de  cette  développante  entre  la  tangente 
extrême  et  la  courbe  donnée. 

Si  la  somme  plus  haut  calculée  est  constante,  on  a 

-(as2  H-  y2)p  h —  y.s  -h  œ  I     u/a+  /  -  s-  dz  =  const. , 


ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle,  ainsi  qu'il  le  fallait  dé- 
montrer. J.-B.  Pomey. 
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Introduction  a  la  Méthode  des  Qlaternions,  par 
C.-A.  Laisant,  député,  docteur  es  sciences,  ancien 
élève  de  l'École  Polytechnique .  Paris,  Gauthier-Yil- 
lars,  1881.  In-8°  de  xxii-242  pages.  Prix:  ()fr. 

Les  premiers  essais  d'application  de  la  méthode  des  quatcrnion  s 
on  France  remontent  en  1862.  Ils  furent  présentés  par  M.  Ail. - 
gret,  dans  une  Thèse  de  doctorat.  Prouhet,  qui  l'a  signalée  «hui- 
les Nouvelles  Annales  (2e  série,  t.  II,  l863,  p.  333),  lui  a  con- 
sacre une  courte  analyse  bibliographique,  entremêlée  d'appré- 
ciations peu  encourageantes  pour  l'avenir  des  quaternîbns. 

Douze  ans  après,  en  1874,  M.  Hoûel  publiait,  dan-  la  Théo- 
rie  élémentaire  des  quantités  complexes,   commencé* 
1867,  une  exposition  élémentaire  du  Calcul  des  Quaternions, 
<'.ci  Ouvrage  a  été  le  premier,  édité  en  France,  qui  .iii  cherché 
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à  vulgariser  l'étude  des  quaternions  en  la  rendant  accessible  à 
tous  les  géomètres  de  notre  pays.  Néanmoins,  en  dehors  de  ces 
deux  tentatives,  la  méthode  des  quaternions  n'a  pas  trouvé  en 
France  de  nombreux  partisans;  elle  a  surtout  été  en  faveur 
chez  les  géomètres  étrangers,  parmi  lesquels  nous  devons  signa- 
ler, en  Angleterre,  W.-R.  Hamilton,  leur  inventeur;  en  Italie, 
G.  Bellavitis;  en  Allemagne,  Unverzagt. 

Depuis  la  publication  de  ce  nouvel  algorithme,  il  y  a  aujour- 
d'hui près  de  trente  ans,  très  peu  de  géomètres  français  en  ont 
propagé  l'emploi  ;  mais  nous  croyons  savoir  que  la  méthode  des 
quaternions  commence  à  pénétrer  dans  le  public  mathéma- 
tique français,  et  nous  n'hésitons  pas  à  en  attribuer  l'initiative 
aux  efforts  soutenus  de  M.  Laisant  pour  la  vulgarisation  de  la 
méthode  des  équipollences,  qui,  on  peut  le  dire,  a  préparé  l'avè- 
nement de  la  méthode  des  quaternions.  C'est  précisément  dans 
ce  Journal  que  M.  Laisant  a  signalé  les  applications  de  la  Géo- 
métrie analytique  plane  due  à  M.  G.  Bellavitis  {Nouvelles 
Annales,  2e  série,  t.  XII  et  XIII,  1873-1874 )•  H  eût  été  dési- 
rable que  ce  même  recueil  renfermât  aussi  la  généralisation  des 
équipollences,  ou  leur  extension  à  la  Géométrie  de  l'espace; 
mais  l'auteur  a  préféré  publier  directement  l'Ouvrage. 

Gomme  il  le  déclare  lui-même,  il  a  cru  devoir  adopter 
presque  exclusivement  les  notations  introduites  par  M.  Hoiiel; 
mais  la  rédaction  de  son  Ouvrage  est  indépendante  de  tout 
autre  traité,  et  peut-être  contribuera-t-elle  à  lui  attribuer  de 
nombreuses  adhésions.  Il  n'a  pas  voulu  non  plus  suivre  l'Ou- 
vrage d'Hamilton  et  en  publier  une  sorte  de  traduction.  Ce 
travail  vient  justement  d'être  entrepris  par  M.  Plarr,  pour 
l'Ouvrage  classique  de  M.  Tait,  qui  a  vulgarisé  depuis  long- 
temps les  quaternions  en  Angleterre. 

Le  Livre  de  M.  Laisant  se  divise  en  onze  Chapitres. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  à  la  définition  des  vecteurs 
et  à  leurs  combinaisons  les  plus  simples,  par  addition  et  par 
soustraction.  Ces  vecteurs  sont  les  expressions  de  translations 
rectilignes,  et  toutes  les  règles  de  l'Algèbre  ordinaire  s'appli- 
quent rigoureusement  aux  additions  et  soustractions  de  vec- 
teurs ayant  une  direction  unique,  et  aux  multiplications  de  ces 
vecteurs  pardes  nombres  algébriques  réels.  Comme  applications, 
signalons  la  démonstration  des  propriétés  des  diagonales  d'un 
quadrilatère,  des  hauteurs  et  des  médianes  d'un  triangle,  etc. 

Le  Chapitre  II  traite  des  opérations  analogues  effectuées  sur 
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les  biradiales,   ou    rapports  géométriques   de  deux    vecteurs. 

Les  règles  du  calcul  algébrique  ne  s'appliquent  plus  à  ces 
opérations.  C'est  ainsi  que  la  multiplication  est  simplement 
associative,  et  cesse  d'être  commutative. 

La  représentation  analytique  des  biradiales  définit  une  ex- 
pression de  quatre  termes  dont  l'ensemble  a  reçu  pour  ce  fait 
la  dénomination  de  quaternion.  On  reconnaît  que  ce  symbole 
est  égal  au  produit  de  son  module  par  son  quaternion  unitaire 
ou  verdeur. 

La  propriété  associative  de  la  multiplication  est  essentielle 
dans  la  théorie  des  quaternions.  C'est  ainsi  que  AB  n'est  pas 
égal  à  BA,  que  A2B2  est  très  différent  de  (AB)2. 

L'algèbre  des  quaternions  présente  donc  certaines  difficultés 
spéciales,  et,  ajoute  l'auteur,  «  on  peut  en  profiter  pour  faire 
la  critique  de  la  méthode  des  quaternions,  et  déclarer  qu'il  y  a 
là  un  inconvénient  fondamental  et  grave. 

»  Mais  cet  inconvénient  résulte  de  la  nature  même  des  choses. 
Il  représente  la  traduction  exacte,   formelle,  d'un  fait  précis. 

»  Je  crois,  pour  mon  compte,  qu'il  faut  chercher  dans  ce 
procédé  d'exposition  trop  exclusivement  analytique  Tune  des 
causes  principales  de  la  défaveur  dans  laquelle  les  quaternions 
sont  restés  si  longtemps  en  France,  défaveur  dont  ils  commen- 
cent à  peine  à  se  relever,  alors  qu'à  l'étranger,  en  Angleterre 
et  en  Amérique  surtout,  on  en  fait  tant  d'usage  dans  toutes  les 
branches  des  Mathématiques  appliquées. 

»  On  ne  s'étonnera  donc  pas  que  nous  ayons  tenu  à  appuyer 
constamment  le  début  de  notre  exposition  sur  des  considéra- 
tions géométriques,  avec  une  insistance  qui  pourrait  sembler 
excessive  et  presque  puérile  sans  les  considérations  qui  pré- 
cèdent. » 

Une  fois  arrivé  à  la  définition  et  à  là  dotation  des  quater- 
nions, l'auteur  croit  devoir  plus  fréquemment  Kvref  le  lecteur 
à  lui-même,  pour  parcourir  successivement  les  sujets  traites 
dans  le  reste  de  l'Ouvrage. 

On  y  étudie  la  ligne  droite  et  le  plan,  le  cercle  et  la  sphère. 
puis  on  définît  dans  le  Chapitre  IV  la  différentiation  des  qua- 
ternions pour  l'intelligence  des  propriétés  des  tangentes  aux 
coniques  étudié* ;s  dans  les  Chapitres  VI,  Vil  ei  \  III. 

Le  Chapitre  l\  esl  consacré  à  l'étude  de  plusieurs  formules 
relatives  au  produil  de  trois,  quatre  et  plusieurs  vecteurs,  et  à 
la  rotation  des  vecteurs. 
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Le  Chapitre  X  traite  de  la  résolution  des  équations  du  pre- 
mier degré,  c'est-à-dire  des  équations  qui  contiennent  un  qua- 
ternion  inconnu  à  la  première  puissance  avec  des  quaternions 
connus.  Ces  notions  peuvent  avoir  leur  utilité  pour  l'étude  des 
surfaces  du  second  ordre,  qui  forme  le  sujet  du  Chapitre  XI 
qui  termine  l'Ouvrage. 

Chacun  des  Chapitres  renferme  des  applications  à  divers 
problèmes  et  est  suivi  de  douze  à  quinze  énoncés  d'exercices 
proposés.  Plusieurs  d'entre  eux,  relatifs  aux  propriétés  des 
tétraèdres,  ont  été  communiqués  à  l'auteur  par  M.  Genty,  à 
qui  nous  devons  déjà  plusieurs  contributions  à  l'étude  des  qua- 
ternions, en  Géométrie  et  en  Mécanique. 

L'examen  de  ces  énoncés  y  fait  reconnaître  plusieurs  pro- 
priétés nouvelles  et  dignes  d'attention. 

Toutes  les  dispositions  adoptées  par  l'auteur  font  recon- 
naître en  lui  la  préoccupation  de  faciliter  la  lecture  de  son 
Ouvrage  et  l'initiation  aux  nouvelles  méthodes  qu'il  a  pour  but 
d'introduire  dans  notre  pays.  Cette  préoccupation  apparaît 
d'une  manière  frappante,  et  l'auteur  lui-même  croit  devoir  en 
avertir:  «  Je  me  suis,  dit-il,  constamment  efforcé  de  rendre  l'en- 
chaînement des  idées  aussi  clair  que  possible,  à  tel  point  qu'on 
pourrait  peut-être  me  reprocher  une  minutie  excessive  et  une 
trop  grande  insistance  sur  des  choses  presque  évidentes;  mais 
on  ne  saurait  trop  s'attacher  à  aplanir  les  difficultés  lorsqu'il 
s'agit  d'une  étude  nouvelle.  » 

Il  est  à  souhaiter  que,  grâce  à  cette  précieuse  qualité  de  ce 
Livre,  la  méthode  des  quaternions  finisse  par  triompher  des 
préjugés  qui  ont,  en  France,  retardé  son  développement. 

II.  Brocard. 


QIESTIONS. 


1404.   On  peut  toujours  trouver  deux  entiers  t  et  u, 
tels  que 

soit  divisible  par  7,  A,B  et  C  étant  trois  entiers  positifs 
ou  négatifs  non  divisibles  par  7.  (Pellet.) 
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1405.  Si  les  racines  d'une  équation,  de  degré  pair 
2  m,  peuvent  se  partager  en  m  groupes  de  deux  racines 
x{,  Xo  satisfaisant  à  la  relation 

ax1xi  -+-  b(œi  -h  x2)  -+-  c  —  o, 

on  peut,    par  une    substitution  linéaire  x  =  -7=  ? 

amener  l'équation  à  n'avoir  que   des  termes  de  degré 
pair  eny.  (  Pellet.) 

1406.  Zéro,  un,  six  sont-ils  les  seuls  nombres  trian- 
gulaires dont  les  carrés  soient  triangulaires? 

(LlONWET.) 

14-07.  Le  nombre  des  groupes  de  cinq  impairs  consé- 
cutifs, dont  quatre  sont  des  nombres  premiers,  est-il  illi- 
mité? (LlONKET.) 

1408.  Trouver  les  nombres  pairs  et  positifs  ayant 
chacun  cette  curieuse  propriété  d'être  d'autant  de  ma- 
nières la  somme  de  deux  impairs  premiers  que  celle  de 
deux  impairs  composés.  (Lioknet.) 

1409.  Quelle  valeur  faut-il  donner  a  l'angle  À  au 
sommet  d'un  triangle  isoscèle  ABC  pour  que  le  quadrila- 
tère, ayant  pour  sommets  les  pieds  A',  B',  O  des  trois 
hauteurs  du  triangle  et  le  milieu  de  la  droite  qui  joint 
leur  point  de  concours  au  sommet  A,  soit  un  parallélo- 
gramme? (LlONKET.) 

1410.  Etant  donné  un  contour  polygonal  inscrit  clans 
une  parabole,  et  tel  que  les  projections  de  ses  cotés  sur 
la  directrice  soient  égales,  on  mène  par  chacun  de  ses 
sommets  une  parallèle  P  à  Taxe  de  la  parabole,  puis  on 
prolonge  tous  les  côtés  du  contour  dans  le  même  sens 
jusqu'à  la  première  P  qu'ils  rencontrent.  Les  segments 
ainsi  déterminés  sur  les  ligues  P  sont  égaux. 

I>'<>,  ios-1    | 
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DÉVELOPPEMENTS  SIR  LA  QUESTION  RELATIVE  A  L'INFLUENCE 
DE  LA  ROTATION  DE  LA  TERRE  SUR  LE  MOUVEMENT  DU 

PENDULE; 

Par  M.  H.  RESAL. 


Extrait  d'une  leçon  de  l'Ecole  Polytechnique. 


Dans  cette  étude  j'ai  cherché  à  pousser  plus  loin  l'ap- 
proximation qu'on  ne  le  fait  d'habitude  et  à  tenir 
compte  de  la  composante  de  la  rotation  de  la  Terre,  es- 
timée suivant  le  rayon  parallèle  à  la  méridienne. 

Soient 

C  le  centre  de  la  Terre  -, 

CP  la  portion  boréale  de  son  axe  de  rotation  ; 

T  la  durée  d'une  révolution  diurne  j 

la  vitesse  angulaire  de  la  Terre,  dont 


co 


9.TZ 

"T" 


864oo 


Fiff.  i. 


nous  négligerons  les  puissances  des  ordres  supérieurs 
au  premier;    nous   rappellerons  qu'elle  a  lieu  de  la 

Ann.  de  Mathémat.,  3e  série,  l.  Ier.   (Août  1882.) 


•XI 
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droite  vers  la  gauche  pour  l'observateur  placé  sui- 
vant PC  en  ayant  les  pieds  en  C; 

O  le  point  de  suspension  du  pendule  dont  la  longueur 
sera  représentée  par  /; 

OA  la  position  verticale  du  pendule; 

P,  E  les  intersections  de  la  circonférence  méridienne, 
passant  par  A,  avec  l'axe  de  la  Terre  et  la  trace  du  mé- 
ridien sur  l'équateur; 

\  =  OCE  la  latitude  du  lieu; 

Om  le  pendule  dans  une  position  quelconque-, 

8  l'angle  qu'il  forme  avec  la  verticale  et  qui  est  censé 
assez  petit  pour  qu'on  puisse  en  négliger  les  puissances 
supérieures  à  la  seconde; 

n  la  projection  de  m  sur  OC  ; 
-  Qo  l'écart  initial  qu'on  fait  subir  au  pendule  avant  de 
l'abandonner  ensuite  à  lui-même; 

CH  la  perpendiculaire  en  C  à  CO  dans  le  plan  méri- 
dien. 

Nous  avons 

/         B2 
(i)  On  —  lcos^—ll  i  —  - 

La  rotation  to  se  décompose  en  deux  autres,  dont  nous 
étudierons  séparément  les  effets;  l'une,  cosinX,  autour 
de  OC,  et  l'autre,  cocosX,  autour  de  CH. 

i°  Composante  de  la  rotation  (o  sinÀ  autour  de  la 
verticale.  —  Prenons  pour  plan  de  projection  le  plan 
horizontal  du  point  A. 

Soient  [fig-  a)  A,r  la  trace  du  plan  vertical  passant 
par  OA  et  le  point  de  départ  ///„  ;  \r  la  position  que 
prend  cette  droite  quand  on  lui  fait  subir  autour  de  A, 
de  la  gauche  vers  la  droite,  un  déplacement  angulaire 
de  900. 

Le  point  ///,  partant  de  la  position  ///,,  sans  \it< 
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initiale  apparente,  est  animé,  dans  l'espace  absolu,  de  la 
vitesse  initiale 


(2) 


tu  sin  X .  m0  n0  =  co  /  sin  X .  8 


o  • 


parallèle  à  Ajv";  de  sorte  que,  en  projection  horizontale 
et  dans  cet  espace,  m  décrira  une  ellipse  tournant  de  la 


Fi&-  2. 


3  M, 
8     A- 


0       Q£ 


gauche  vers  la  droite.  Or  on  sait  que,  pour  déterminer 
les  éléments  de  cette  ellipse,  on  peut  faire  abstraction  de 

cr 

son  mouvement  de  rotation-,  posant  A2  =  y  et  désignant 

par  0,  la  valeur  de  9  correspondant  «à  l'azimut  Ay, 
nous  aurons  pour  les  coordonnées  du  point  m  au  bout 
du  temps  £, 


(3) 


x  -—  /G0  coskt,     vn=  lb1  sin  kt , 


et,  en  vertu  de  la  valeur  (2), 


6?V 

-£-  •=.  tu /  sm X60     pour     t 

ilt  l 


o, 


d'où 

(4) 


e,= 


c*>  sin  X  .0, 
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La  vitesse  angulaire  de  l'ellipse  sera  donc 

3  3 

Soient  Aaf,  Aj'  deux  axes  mobiles  coïncidant  primi- 
tivement avec  A.r,  Aj^  et  animés  de  la  rotation  ojsinA 
de  la  droite  vers  la  ganche.  La  rotation  apparente  de 
l'ellipse  de  la  gauche  vers  la  droite  pour  l'observateur 
entraîné  dans  le  mouvement  dej/A.r'  sera 

.    .        3wsinÀ0,^       2-ic   .    ./         3  A.\ 
(5)         tosmA ^ =  —  siny^i  —  g  6-  1; 

si  t  est  la  durée  d'une  révolution  de  l'ellipse,  en  ad- 
mettant qu'elle  puisse  physiquement  s'effectuer,  nous 
aurons 

ai  •   *  /         3    A 
TjrsinÀ(  I  —  gejJTrrza*, 


d'où 

Ô 


W 


sinX  \         8 
et,  en  exprimant  t  et  T  en  heures, 


"sinXV         8   ° 
A  Paris  on  a 

À  — 48°5i',     sinX=:  0,753, 
et,  par  suite*, 

3 


3ah     1  +  -  0 


Dans  l'expérience  exécutée  par  Foucault,  au  Pan  t  héon . 
en  i85i,  on  avait 

/r=r6-m,     27r/sin60=    [8aj 

et  le  terme  en  8J  de  1  expression  précédente,  nes'élevant 
cpi'à  0,0076,  n'aurait  pu  être  apprécié. 


(  34 1   ) 

2°  Composante  gjcosà  de  la  rotation  autour  d'un 
diamètre  parallèle  à  la  méridienne.  —  La  vitesse 
de  m  (fig.  i)  se  compose  de  la  vitesse 


(6) 


dO.r 
dt 


,,  d{) 
dt 


suivant  AO  et  d'une  vitesse  horizontale  qui,  relative- 
ment à  cocos  X,  ne  donnera  pas  d'accélération  centrifuge 
composée. 

Soient  (Jig-  3),  dans  le  plan  horizontal,  AM  la  por- 
tion de  la  méridienne  dirigée  vers  le  pôle  Nord \  AQ 

Fig.  3. 


i  |  w  cos  >. 


celle  de  la  tangente  au  parallèle  opposée   à  la   direction 
du  mouvement  de  la  Terre. 

La  vitesse  (6)  donne,  suivant  AQ,  l'accélération  cen- 
trifuge composée 

sftû?6  ,  dV 

1  M  COS  AU  -T-  =  Oi  COS  A  — —  • 

dt  dt 

Soient  encore    Ax  la  position  du  grand  axe  de  ICI- 
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lipse  au  bout  du  temps  t\  a  l'angle  qu'elle  forme  avec 
le  prolongement  AQ'  de  AQ. 

Les  équations  du  mouvement  seraient,  en  supposant 
w  =  o, 

En  y  introduisant  l'accélération  centrifuge  composée 
ci-dessus,  elles  deviennent 

&a>  cm 

—7—  =  —  /C2  X  —  0)1  COS  À  COS  a  —T-  , 

dt-  dt 

(7)        id'2y       io       /    •>  ■    d{yl 

f  -—■  =  —  rr+  w  /  cos  A  sin  a  — • -  • 
\  dt-  "  dt 

Mais  dans  ces  formules  on  peut  substituer  à  82  sa  valeur 
résultant  de  l'hypothèse  oj  =  o  \  or 

d'où,  d'après  les  formules  (3)  et  remarquant  que  h'\  est 

de  l'ordre  w2Q^, 

Q2r=e2  cos2 A;. 

On  déduit  de  là 

(a)  - — =:—  O,2.  A-  sinsÀ*. 

D'autre  part,  comme  l'expression  (5)  n'est  autre  chose 
que  la  valeur  de  -7-  >  il  vient,  en  désignant  par  a0  la  \a- 
leur  initiale  de  a, 

{b)  a  —  a0  -+-  (o  sin  À .  t. 

En  substituant  les  valeurs  fa)  et  (/O  dans   les  équa- 
tions (7),  ci  posant 

iK'    \        8., : — >     />>         >/.        f-t^niA.    n-?.h  — (-»  Mil  /  . 

a  /. 


il     \  ICIll 


,  dt* 

dt2 
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k*x-\-  A/[  s'\\\(//tt    h  a0)    i    sini  ///    h«o)]i 
À2j  -h  A/[cos(m/  4-  a0)  —  cou (nt  -+-  aô)], 


équation  dont  on  trouvera  facilement  les  intégrales  en 

remarquant  que  Ton  a 

(I.  v  ri  y 

3?  — /60,     y  —  o,     —  —  o,      -j-  —  —  £0ou>siaX 

pour  t.  =z  o.  Mais,  comme  les  termes  en  A  introduits 
dans  x  cl  y  sont  périodiques,  que,  à  peu  de  chose  près, 
ils  g'annulent  deux  fois  dans  chaque  demi-oscillation 
pendulaire,  ils  ne  pourront  pas  être  ohservés.  Il  n'y  a 
donc  pas  lieu  de  tenir  compte  de  la  rotation  wcosA. 


SIR  QUELQUES  INTÉGRALES  INDÉFINIES; 

Par  M.  S.  RÉALIS. 
Ingénieur  à  Turin. 


1.   A  laide  de  substitutions  convenables,   la  formule 
élémentaire 

Ç    dy 

I  -— —  =  arc  tan  g  y  -1-  const. 

J   r2+  1  *J 

conduit  à  des  résultats  assez  curieux,  propres  à  être  dé- 
veloppés, dans  l'enseignement  du  Calcul  intégral,  avant 
d'aborder  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous 
allons  en  signaler  ici  quelques-uns,  pour  lesquels  la  trans- 
formation consiste  simplement  à  remplacer  la  variable  y 
par  un  radical  du  second  degré,  sous  lequel  se  trouve 
une  fonction  entière  d'une  nouvelle  variable. 
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Pour  plus  de  simplicité,  nous  supprimerons  partout 
la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration.  De 
plus,  dans  le  second  membre  de  nos  formules,  nous  dé- 
signerons souvent  par  z  le  radical  qui  figure  au  premier 
membre.  Ainsi,  en  écrivant,  par  exemple, 


/ 


x*  —  i  dx  i  xz 

- — = — — -<> :  :  = -arctang-^* 

(x2  ■+-  i)  (x*—  2  )  v/3  _  x>        3  v  2  -  v  5 

x*  -h  i  dx  i  xz 

—  arc  tan  a:  — —  » 


{x*—  i)  (*?«-+- a)  v>_3  "  3^  &y 


V* 


nous  sous-entendons  que  z  représente  le  radical  y/3  —  x4 

dans  la  première  égalité,  et  le  radical  yx*  —  3  dans  la 
seconde. 


2.  On  a 

dx 


rzx  —  i  __ 

J  ^^7^ 


2  arc  tangc, 


x  —  2 


/3  x  -+-  i              dx 
X  I      y/^3 œi 


—  X 

dx 


=  2arctang«, 


/ox  zr.  i 
— 5 =  9  are  tan  g  .s 

•»■—  !    v/(^q=i)2(^±i)3— i 

/7  j;  qz  i  cfcr. 


=  2  arc  tan  g  s, 


La  formule  générale  à  laquelle  se  rapportent  ces  ré- 
sultats est  la  suivante  : 


/ 


'(■>//        i  ')./■  qz  i  dx 


'-—*  \l.rrilir        i)"  —  i 

—  2  arc  tan  g  \  (x   ETï  u./-      n"      i  . 

où  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondent. 
On  la  vérifie  directement  par  la  dilléivniiation. 
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Les  valeurs  des  intégrales 


\Jxk  ±2X%ZLZ2X  —  2 

5.r  zz  3  d!à? 


J    ^2-i 


*  —  *  v/(^q=i)(^=ti)4—  i 

6.2?  zz  4  dx 

.      •'"       *    y  /(j?  zp  i)(x  db  i)a — j 

se  déterminent  comme  les   précédentes.  Elles  se  dédui- 
sent, en  eiïet,  de  la  formule  générale 

(n  4-  2)x  zp  n  dx 


j 


x-—i       ^x'2—i){xztiyi—i 

=  arctangy/(j?2 —  i)(j?  db  i)*  —  i  . 

Parmi  les  intégrations  qui  rentrent  immédiatement 
dans  la  formule  fondamentale  d'où  nous  sommes  partis, 
nous  inscrirons  encore  la  formule 


f: 


2X  -+-  a  dx  2 

-  arc  tan  g  ,s , 


xl -+-  ax  4-  p  v/(^+a^--i-  P)«—  i         « 

dont  la  généralisation  se  présente  d'elle-même. 

Prenant  m  =  2,   &=  3,    P  =  i,   on  trouve  le  résultat 
très  remarquable 

2X  -+-  3  e/r 


/: 


arctang£. 


8  4"  3 X  4~  I    y/.r(d7  -J-  i)(d7  -h  2)(d7  +  3^ 

3.   Des  résultats  qui  viennent  d'être  signalés,  on  passe 


directement  aux  suivants 
"3  x2  4-  i  dx 


f 
f 


=  —  arc  tangos, 


37    — *      y/ 37* — #* — I 

5.7-2 — i  dx 

■ -SLTCtAnSXZ, 

Xk —  I      i     ,  -s 


'»' 


r5^24-3  ote 

/  — ; -  =  arc  tango?*, 

V       #* l      \/x*—  3J?6  4-2d?*4-  2Jt'2—  .> 


/ 

f 

f 
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On  a  aussi 

dx  \ 

-  arctang.r£. 


(ir2-hi)^*-t-3a?24-3       2 

nx  -h  (  n  —  i  )  a  dx 


2arctang£, 


x (x  +  a  )        y/d?»  -|-  ocr"-1  —  i 

2^r2  +  a  <-/.r  i 

=±—  arc  tanguez, 


xk-hax2±ll  ^(jjî+a)(^+aa;î±2) 


2 


tz  étant  un  entier  positif  et  a  une  constante  quelconque 
Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  formule,  où 
les  signes  se  correspondent  dans  les  deux  membres,  fait 
connaître  les  valeurs  des  intégrales 


/ 


2x2zh  3  dx 


#*±;3#2-hi  K/(x*±i){x*±2){x*±:3) 
2j?2zbi  dx 


x*znx*—i  s(jc^±i){x'*—i) 
dx 

{X2  ±  I  )  ^{X2 "it  2)(^±2^2+     ! 

4.   La  formule  élémentaire 


/ 


dy  i         y  —  i 

■  —  ==  -  Iog  — 

Va —  I  2  )•  +  ! 


conduit  de  même,  par  des  substitutions  semblables  aux 
précédentes,  à  la  détermination  d'intégrales  analogues  à 
celles  dont  on  vient  de  s'occuper. 
Par  exemple, 


.>./■  H-  r  dx  z  —  i 

7  "       '    \  ./:i — x*  —  x  -+-  2  s    "  ' 

dx  ,       -  —  i 


—  >  •  <  ^ 

»•- i      //  .  i 


;./•       i  dx 


lo 
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r  dx 


i    .        ûC2     -  I 


r  r/.r  i  .r~  -h  i 

J     (I  —  ^)  V«  2     -  ^2)(2  —  2iFJ+~/-1  )  I     ^Ô      -^)2 

J      d?*—  I 


/     x 

f 


CIX  I    j  X£  I 

: : =    7  10g  -  ? 

\/j:  (i  —  2  #*  +2        4        a?*  *+- 1 


3^r2  —  î  dx  i  .      ^r-3  —  i 


—  i 


sjx'*  H-  .r2  —  i 


f\x2—  2  c£r  i         .2^  —  r 


—     no- 


X*  —  I      i/'-r0  -4-  o  o?4  —  o  2  •#£  -h  I 


ya^-h  2^?+ 


r5x*  —  3  


^r  i  .       .r*  —  i 

=  -  l02 j 


& 


3^-4-  ;^_2^_  3        2        aws-hi 


z  désignant  toujours,  dans  le  second  membre  de  chaque 
formule,  le  radical  qui  entre  dans  le  premier  membre. 

5.  On  voit  assez  de  quelle  manière  les  résultats  qui 
précèdent  pourraient  être  généralisés  à  différents  points 
de  vue,  et  comment,  par  l'emploi  combiné  des  formules 
fondamentales  du  Calcul  intégral,  on  peut  amener  direc- 
tement une  foule  d'intégrales  indéfinies,  analogues  aux 
précédentes,  et  s'exprimant  de  même  sans  l'intervention 
des  fonctions  elliptiques.  Ajoutons  cependant  que  les 
résultats  à  obtenir  dans  cette  voie,  étant  généralement 
de  simples  objets  de  curiosité,  ne  sauraient  présenter 
quelque  intérêt  qu'à  la  condition  de  se  rapporter  à  des 
différentielles   très  simples. 

Citons,  en  cette  matière,  l'intégration  de  la  différen- 
tielle 

dxsj  i  +1* 

; —  > 

1  —  X* 
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effectuée  par  Euler,  et  qui  a  donné  lieu  récemment  à 
d'intéressantes  remarques  delà  part  de  M.  Hermite  et  de 
M.  Catalan  (').  Nous  renvoyons  du  reste  au  Recueil 
d'Exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal  de  M.  Frenet 
(Paris,  1882),  où  se  trouvent  réunis  (nos  4-01  à  408) 
plusieurs  résultats  remarquables,  obtenus  par  Euler  et 
par  d'autres,  touchant  les  expressions  que  l'on  intègre  eu 
les  rendant  rationnelles. 

Il  est  à  propos  de  rappeler  aussi  les  intégrales 


/ 
/ 

/ 


x1 


dx 


\/ax*-+-  cjX'2  —  a 


dx 


1  db  x2  J 

eux*  —  y 

ax'*  -h  ox2  -h  Y  v'a^-r-  ^  +  7 
x  dx 


(#3-h8)v/#3— 1 


et  quelques  autres  du  même  genre,  que  Legendre  a  ra- 
menées aux  intégrales  élémentaires  dans  ses  différents 
Ouvrages  sur  le  Calcul  intégral  et  les  fonctions  ellip- 
tiques (2). 


6.  L'intégrale 


/ 


./• 


dû) 


-•''  \  x(x  h-  ct)(j?  4-  y) 

s'exprime  pareillement   sans   transcendante   elliptique, 
que  [j-  =  otv,  ainsi  que  cela  est  établi  dans  le  Recueil 


lorsque  B2 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques; 
année  '879,  !*•  Partie,  p.  226;  Journal  de  Mathématiques)  annexe  i&><>, 
p.  5;   Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  VI,  i>.  i5i. 

('*)  Voir  aussi,  pour  la  dernière  intégrale,  les  Nouvelle*  Annales 
de  Mathématiques,  iM  série,  t.  \.  p.  36i. 
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complémentaire    d'Exercices  sur  le   Calcul  infinité 
simal  de  M.  Tisserand  (Paris,  1876,  p.  127). 
11  en  est  de  même  à  l'égard  de  l'intégrale 


x_   Ç\±lx">  dx 


X 


sJol  4-  $x  -f-  vx'2-+-  $xz  -+-  ctx^ 


où  l'exposant  n  est  un  nombre  entier,  et  les  coefficients 
a,  p,  y  sont  des  constante  squelconques. 

Cette  intégrale  n'avait  pas  encore  été  considérée  dans 
sa  généralité.  Les  cas  spéciaux  dont  Euler  et  Legendre 
s'étaient  occupés  viennent  d'être  mentionnés.  Le  cas  de 
n  =  1,  que  nous  avions  proposé  comme  question  dans  la 
Nouvelle  Correspondance  mathématique  (t.  IV,  p.  63), 
a  été  traité  par  M.  V.  Jamet  (p.  188  du  même  Tome)  ; 
ce  cas  comprend  l'intégration  rapportée  dans  le  Recueil 
complémentaire  précité. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  72,  si  l'on 
pose 

s/ y  — T 


x  — 


s/74-I 

l'expression  X  se  réduit  toujours  à  la  forme 

\dy 


f 


J  \Jk  4-  Bj  -+-  Cv- 

Y  étant  une  fonction  rationnelle  de  y.  Cette  expression 
ne  représente  donc  pas  une  intégrale  elliptique. 
On  trouve,  en  effet,  en  faisant,  pour  abréger, 

Pna+  $x  -f-  y  .r2  H-  $x~  4-  xx'*, 

Q  =  (?  -  P-+- 1)  H-  (6«-  y) y  +Y«  +  3  -h  ï^/, 
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les  relations 

/'  i  -f-  x    dx  _        i       Ç  dy 

/i  -+-  x2  dx  i       r  i  -+- y  dy 

/i  -h  a?3  r/j?  i       /*  3  -h  r    r/v 

i  —  &  ^F  "      ^  jf-  "Î+  3  J  v^  ' 
/i  H-  .rv  cfcc  i       /*  i  -h  6  r  +  J2  d[v 

/i  —  ,r   ekc         i     z1  dy 

ri  —  aç*  dr  Ç        dy 

J  ^^  7?  " :  ^  J  (i4-7)v/Q; 

/'  i  —  .r3  d*  i      /*  i  -h  3  y     dy 

n-^3  v/P  ~     v/a  J  7(3-4-7)  v/q' 
/*i  —  x'*  dx  r-   r       \ -\- y         dy 

J    i  +.  .ri  05  "    2V\/  i  -h  6  v  H-  yA  ~fâ 

» 

et,  par  suite, 

/x      dx  i       Ç  y  —  i   dy 

i  —  *%  7?  "  4V2  J    y   v'q' 

r    .r2       d.r  __   _i_     C  (r  —  02    rt[v 
J  i-^yp  "  ■  ^jlJ  r(j  +  i)  y/Q* 

/*  .r3     dx        i     r        (.y  — o3         cÇr 

J   i  — a*  ^p     "  16V/2J   r(r+i)(.y24-6v+0  y/Q 

Prenant  en  particulier 

P  =  1  -j-  a  '•     d'où     Q      1   •  (m    • 
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on  reproduit,  en  leur  donnant  une  grande  extension,  les 
intégrales  d'Euler  (n0s  402,  403,404  du  Recueil  de 
M.  Frenet),  auxquelles  le  grand  Analyste  était  arrivé 
par  une  voie  différente. 

Nous  inscrirons  encore  les  formules 

'x  H-  i  dx 


l  \Jx:i — %x'2-\-?>  x  —  i 

x  \Jd  —  '3 


arecos 


y/a  —  3  (./' — i)^x — i 

I         .       Jxz  —  a  x2  H-  3  X  —  I  —  x  v/3  —  a 
log^= 


/ 


y/3  —  a       . sjx'6  -a,r2+3.r  —  i  -h  x ^3 
.r  —  2  dx 


^  H-  J   y/tr3-f-aj? 

2 

arecos 


y/3  —  a  (^  H-  i  )  \Jx  4- 1 


i        ,       \l x*  -+-  a.r2  +3x  +  [  —  xJ%  —  3 

loe > 


y/a  —  3         y/^34-  a^^H-  3  3?  -h  i  -+-  x\J% — 3 

susceptibles  d'une  grande  et  belle  généralisation,  et 
dans  lesquelles  le  cas  particulier  de  a  =  3  constitue  une 
exception  digne  d'attention. 

7.  Qu'il  nous  soit  permis,  en  terminant,  de  rappeler 
ici  la  question  325,  proposée  de  même  dans  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématique  (t.  IV,  p.  32),  et  dont  il 
n'a  pas  encore  été  publié  de  solution. 


COMPOSITION  MATHÉMATIQUE  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  EN  1882.  SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE; 

Par  UN  ANCIEN  ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 


On  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  a  et  b. 
Une  conique  quelconque,  passant  par   ces  points  cl 
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tangente  aux  deux  cercles,  rencontre  l'hyperbole  équi- 
latere,  qui  a  ces  points  pour  sommets,  en  deux  autres 
points  c  et  d  : 

i  °  Démontrer  que  la  droite  cd  passe  par  un  des  centres 
de  sifnilitude  des  deux  cercles  donnés  ; 

2°  Si  V on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  a  et  b^sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démontrer 
que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux  circon- 
férences  de  cercle  E  et  F  ; 

3°  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question  et  ayant 
son  centre  sur  V une  des  circonférences  E  o«Fj  démon- 
trer que  les  asymptotes  de  cette  conique  rencontrent 
cette  circonférence  en  deux  points  fixes  situés  sur  V axe 
radical  des  deux  cercles  donnés. 

Soient  I  et  I'  les  circonférences  données  qui  se 
coupent  aux  points  a  et  b;  s  le  centre  de  similitude 
externe  de  ces  circonférences  et  sr  l'autre  centre  de  simi- 
litude. Prenons  une  conique  M  passant  par  a  et  b  et  tan- 
gente à  I  et  I'.  Soient  m,  m1  les  points  où  elle  touche  ces 
circonférences.  On  sait  que  la  tangente  en  m  à  la  circon- 
férence I  et  la  corde  ab  sont  également  inclinées  sur  les 
axes  de  M.  Comme  ceci  est  vrai  pour  la  tangente  en  /// 
à  I',  il  en  résulte  que  les  tangentes  en  m  et  ni  aux  cir- 
conférences données  sont  parallèles  entre  elles.  La  droite 
mm'  passe  alors  par  le  centre  de  similitude  s. 

Les  circonférences  I  et  l'ayant  deux  centres  de  simili- 
tude, il  y  a  deux  séries  de  coniques  satisfaisant  à  la  ques- 
tion, c'est-à-dire  passant  par  les  points  a  et  b  et  tangentes 
aux  circonférences  données.  jN'ous  désignerons  par  M,  les 
coniques  pour  lesquelles  les  cordes  de  contact,  telles  que 
//////,  passent  par  5;  et  par  Ms'  les  autres  coniques  ('). 


(')  (  >u  voit  facilement  que  les  coniques  M,  sont  <\<-  hyperboles  el 
que  les  coniques  M,,  s<>ni  des  ellipses. 
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L'hyperbole équil a tère  11,  dont  les  sommets  sont  a  et 
b,  coupe  I  aux  extrémités  du  diamètre  die  cette  circon- 
férence parallèle  à  al>([  ).  De  même  pour  V .  Appelons  e 
et  d  les  points  où  l'une  des  branches  de  11  rencontre  1  et 


I'.  Il  résulte  de  la  propriété  que  nous  venons  de  rappeler 
que  la  droite  ee'  passe  par  s. 

Ceci  va  nous  permettre  de  démontrer  simplement  la 
première  partie  de  la  question  proposée. 


(')  Nous  supposons  démontrée  cette  propriété. 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  sério,  t.   I.  (\oût    t880 


>  '• 
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Les  trois  coniques  I,  M,  H  ayant  une  corde  commune 

ab  se  coupent  deux  à  deux  suivant  des  cordes  qui  passent 

par  un  même  point  5  I  et  H  ont  pour  corde  commune, 

en  dehors  de  ab,  la  parallèle  ef  à  ab.  De  même  I  et  M 

11   pour  corde  commune  la  tangente  mf  à  ces  courbes. 

Le  point  y,  où  cette  tangente  rencontre  ef  appartient 
alors  à  la  droite  cd  qui  est  la  corde  commune  à  H  et  M. 
De  même,  en  prenant  les  trois  courbes  1',  M,  H,  on 
trouve  un  point  y  de  cd. 

Mais  les  triangles  mef  m' e'  f  sont  semblables  et  les 
droites  mm! ',  ee'  passent  par  s.  Il  en  est  alors  de  même  de 
ff .  La  droite  ff ,  c  est-à-dire  cd,  passe  donc  par  s. 

20  Appelons  o  le  milieu  de  mm!  \  ce  point  est  le  centre 
de  la  conique  M.  Menons  du  point  o  la  droite  oj  parallè- 
lement au  rayon  im  de  I. 

Le  point  j  est  alors  le  milieu  du  segment  ii'  compris 
entre  les  centres  des  circonférences  I  et  F. 

Le  point  j  est,  par  suite,  le  même  pour  toutes  les  co- 
niques satisfaisant  à  la  question.  Le  segment  oj  a  pour 
longueur  la  demi-somme  des  longueurs  des  rayons  des 
circonférences  I  etL.  Les  points  tels  que  o  appartiennent 
donc  à  une  circonférence  de  cercle  E. 

S'il  s'agit  de  coniques  M^,  leurs  centres  sont  sur  une 
circonférence  F  concentrique  à  E  et  dont  le  rayon  est  la 
demi-diâerence  des  rayons  de  J  et  de  1'.  On  peut  donc 
dire  : 

'/Ouïes  les  coniques  qui,  passant  par  a  et  b,  sont  tan- 
gentes aux  deux  circonférences  1  et  Wo/it  leurs  cent, 
sur  deux  circonférences  concentriques  E  et  1  .  Les 
rayons  de  ces  dernières  circonférences  sont  égaux, 
l'un  à  la  demi-somme,  l'autre  à  la  demi-différence 
des  raj  ons  des  circonférences  I,  V . 

3°  Les  axes  de  la  conique  M  sont  parallèles  aux  bissec- 
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trices  des  angles  que  font  entre  elles  les  cordes  /n'a,  m1  b. 
Ces  axes  sont  alors  parallèles  aux  droites  /////,  m'q'  c j 1 1 ï 
joignent  le   point  tri  aux  extrémités   du   diamètre  p'  (j' 
perpendiculaire  à  ab. 

Ces  axes  sont  aussi  parallèles  aux  droites  analogues 
mp,  mqA  et,  comme  ils  passent  par  o,  on  voit  que  : 

Les  axes  de  M  sont  les  droites  ol,  oV  qui  joignent  le 
centre  o  aux  points  l  et  V  qui  sont  respectivement  les 
milieux  des  segments  pp' ,  qq' . 

Si  l'on  prend  des  coniques  Mf,  les  points  /  et  /'  sont 
fixes.  Donc  : 

Toutes  les  coniques  M,  ont  pour  axes  des  droites 
passant  par  les  mêmes  deux  points  l  et  V . 

L'angle  loi'  étant  droit,  nous  retrouvons  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  M,  est  une  circonfé- 
rence E  décrite  sur  W  comme  diamètre. 

Parmi  les  positions  que  peut  occuper  le  centre  o,  il  y  en 
a  o\  o"  qui  sont  respectivement  les  milieux  des  segments 
compris  sur  les  tangentes  communes  à  I  et  \!  entre  les 
points  de  contact  de  ces  droites. 

La  circonférence  E  coupe  donc  la  droite  ab  aux  points 
o'  et  o" .  On  voit  aussi  qu'elle  est  tangente  en  ces  points 
aux  tangentes  communes  à  I  et  F. 

Cherchons  les  asymptotes  de  M.  Ces  droites  forment 
avec  la  corde  commune  ab  un  triangle  qu'il  s'agit  de 
construire.  Dans  ce  triangle,  nous  connaissons  la  médiane 
qui  part  du  point  o,  puisqu'elle  aboutit  au  point  g  milieu 
de  ab\  nous  connaissons  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  en 
o,  qui  est  l'axe  o/',  puisque  les  asymptotes  de  M  sont 
également  inclinées  sur  cet  axe. 

Cette  médiane  et  cette  bissectrice  étant  connues,  on  a 
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lout  de  suite  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 
Cette  circonférence  n'est  autre  que  E.   Les  asymptotes 
demandées  sont  alors  les  droites  oo',  oo" .  On  voit  qu'elles 
passent  par  deux  points  fixes  de  l'axe  radical  ab.  Ainsi  : 

Les  asymptotes  des  cojiiques  M,  passent  par  deux 
points  fixes  situés  sur  l'axe  radical  des  circonférences 
données. 

Comme  ces  points  lixes  appartiennent  à  E,  ainsi  que 
le  point  de  rencontre  o  des  asymptotes,  l'angle  compris 
entre  ces  droites  est  constant,  quelle  que  soit  la  conique 
M,-  par  suite  : 

Les  coniques  M,  sont  semblables  entre  elles. 

Ceci  s'étend  évidemment  aux  coniques  M,-. 

On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  eu  remarquant 
que  les  axes  de  M  partagent  la  normale  im  à  cette  courbe 
en  segments  dont  le  rapport  est  constant,  quelle  que  soit 
la  position  de  m  sur  I. 

Les  trois  parties  de  la  question  proposée  étant  ainsi 
démontrées,  j'énoncerai  en  outre  les  propriétés  suivantes  : 

Ljes  axes  d  une  conique  Mf  sont  rencontrés  par  la 
normale,  telle  que  im,  en  des  points  qui  appartiennent 
a  deux  circonférences  concentriques  à  I  et  qui  sont  tan- 
gentes ii  E. 

Les  extrémités  des  diamètres  des  coniques  Mf,/*  rcs~ 
peetwement  parallèles  aux  tangentes  telles  que  mf, 
appartiennent  à  une  circonférence  concentrique  à.  V. 

Les  droites  oo\  no"  interceptent ,  sur  la  tangente  mf 
à  I,  ////  segment,  qui  est  de  grandeur  constante,  quelle 
que  soit  la  position  de  m  sur  E. 
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DÉMONSTRATION  DES  PROPOSITIONS  DE  M.  MONNET; 

(voir  ?"  série,  t.  XX,  p.  &14); 

Par  M.  MORET-BLANC. 


I.  L'unité  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

Il  faut  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

rr{rr  -f-  t ) 

ou,  en  multipliant  par  8  et  ajoutant  i, 

( 2  X  -h  4/  H-  3  )  (  2  J7  —  4  V  —  [ )  =  5, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait,  en  se  bornant   aux  solutions 
positives, 


d'où 


iœ  -h  t\y  +3=  5, 
2  a?  —  \y  —  \  -=.  i , 

:/•  (  .r  -f-  1  ) 
J7  =  I,       t>=0, =  1. 


II.    Dix  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  deux  impairs  consécutifs. 

11  faut  trouver  les  solutions  entières  de  l'équation 
-      -  =  (2/  —  i),H-(a/H-i),=.8jK,H-a, 

d'où,   en    multipliant    par  8    et    ajoutant    i    aux    deux 

membres, 

(2.r-Hi)2—  64(>--|-  17, 
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et,  par 

conséquent, 

IX  -f 

-87  + 

i  = 

*7» 

d'où 

IX  — 

■  8/  + 

i  = 

i, 

x  —  L     y=  i. 

œ(x  ~+ 

-0. 

=  K 

io  =  i--T-  32; 

2 

c'est  la  seule  solution  entière  et  positive. 

III.  i  et  o  50/zt  /es  deux  seules  sommes  consécutives 
de  deux  eau  es  d'entiers  consécutifs  dont  le  produit 
égale  une  somme  de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs. 

L'équation  à  résoudre  est 

ou 

[\x*  -+-  i6xz  4-  24  x-  -+-  16.2?  -+-  5  =  2j2+  2 y  -J-  1 , 

ou,    en  retranchant   1   de  chaque  membre   et   divisant 

par  2, 

'.>(./•  4-  1)*=  y(y  4-1). 

Les  facteurs  y  et  (r-h  1)  étant  premiers  entre  eux,  il 
faut  que  l'un  soit  une  quatrième  puissance,  et  l'autre  le 
double  d'une  quatrième  puissance.  Posons 

y=  (à,  y  h-  1  =  2c'\     d'où     .v-hi  —  uçî 

il  en  résulte 

1  =  2  v* — ti'      ou      i--//*-     M'. 

Mais  la  somme  de  deux  bicarrés  n'est  jamais  égale  au 

double  d'un    bicarré,   à   moins  qu'ils  ne   soient  égaux  ; 
donc 

M==  I  =  i>,      x  =  O,       K  =  1 1 

d'où  la  solution 


(  •■'-••>()  ) 

Si  l'on  pose 

1    =2  M4,     )  ••  H-  I  —  :  iV,        d'où        CV —  \=z2H', 

il  faut  que  l'on  ait 

v  •=.  i ,   u  —  o,     d'où     x  —  —  i ,  y  =o, 
[(_i)*4-oï](oï-!-i*)  =  o2-t-is,      i  X  l  =  i; 

mais  il  faut  alors  considérer  des  entiers  négatifs. 

La  première  solution  trouvée  est  donc  la  seule  en 
nombres  entiers  positifs. 

IV.  Quand  un  nombre  triangulaire  T  égale  le  pro- 
duit de  deux  entiers  consécutifs  dont  le  plus  petit  ert 
double  d'un  triangulaire,  4  T  -h  i  est,  ainsi  que  sa  ra- 
cine carrée,  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  con- 
sécutifs. 

Soit 


T 

} 

V.  "       ' 

(■ 

x-2 

4- 

x)  (x- 

:4-^-  4-  i), 

2 

4T 

+  1 

— 

if- 

4-2  V 

4-  I 

4 

xk 

4-8^'3 

4-  8j;"24-  \x 

ou 

4T  4-  i  =.V24-  (r  4-  i)2=  |>24-  {x  4-  i)2]2, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

//  en  résulte  que,  pour  T  =  o  et  T  =  6,  i  et  5  sojit, 
ainsi  que  leurs  carrés,  la  somme  des  carrés  de  deux 
entiers  consécutifs.  On  démontre  facilement,  avec  ou 
sans  les  imaginaires,  que  i  et  5  sont  les  seuls  nombres 
premiers  ayant  cette  double  propriété;  et,  de  même, 
pour  i  ef  i3  qui  sont,  ainsi  que  leurs  bicarrés,  la  somme 
des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs.  Mais  on  ignore 
si  un  ou  plusieurs  nombres  composés  ont  V une  de  ces 
doubles  propriétés.  (Liokjîet.) 

Cherchons  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  carré. 


(0 
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la   somme  des  carrés  de  deux    entiers   consécutifs.    11 
faut  résoudre  l'équation 

[*«+(*-+-i)1P=lyt-f-tr-ir.i)î^), 
qui  peut  s'écrire 

■=■  [r  +  O'-t-Ov-^j  b'  +  (.v  +  i)v—  Tj. 

Si  le  premier  membre  est  le  carré  d'un  nombre  pre- 
mier, ses  deux  facteurs  sont  premiers  entre  eux,  ainsi 
que  les  facteurs  du  second  membre,  qui  sont  alors  né- 
cessairement des  carrés. 

On  doit  donc  avoir 

)  ï  +  (f  ■+-I)V/~~ l—  (* + ! ~+~ x  V7- i)'  =  2.r  +  i  +  '2 x(x  -hi)\  —  ï 

(  y — (/4-i)v/ — l  =  (^  +  J  —  x\l — l)2  =  aa?-r-i —  2x(x-\-i)^ — i 

ou 

(   Y  -h  (V  -+- 1  )  \/ —  ï  =  a  j?  H-  l  —  a  a:  (  a?  h-  ï  )  \  --  i. 

(a)     7  

^  ,r  —  (^  _)_  Ov —  l=:2^  +  i  —  2x(x -H  i)v^ —  ï- 


(l)  Cette  équation  revienl  à 

(ï)  •       (sa;-r.)!-    |  :•  ^  (a? -î-i)p  =--..•=-     ,.r     -.>': 

et  l'on  ^;iit  qinii)  nombre  premier  ne  peut  être  que  d'une  seule  ma- 
oière,  l<i  somme  de  deux  carrés  de  nombres  positifs,  el  qu'il  en  est 
de  même  du  carré  d'un  nombre  premier;  par  conséquent,  lorsque  le 

nombre  .r2H- (x-\-i)3  est  premier,  l'équation  (ï)  donne 

■   r         i    .       ï  .        :./'  ./•  i, 

Mil 

'./■  I  1  I    .  >.n./'    -  1    )      .  )     . 

Dan9  le  premier  cas  on  b 

./•      ii 
•  i  dans  le  second 


(  •■<;-  ) 

Le  premier  système  donne 

y=2x-Jri,     y -^-i  —  ix* -\- ?.x, 
d'où 

x1  —  i ,     x  •=.  dfc  i  ; 
x  ==  —  i  donne 

[(—  l)2+02]2=:02-+-I2, 

ou  bien 

(02+I2)2=r:02-M2; 

a:  =r  i  donne 

(l2+22)2r=32-f-42       OU       52=  32-i-  4". 

Le  second  système  ne  donne  pour  x  que  des  valeurs 
irrationnelles  :  i  et  5  sont  donc  les  seuls  nombres  pre- 
miers qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée. 

On  démontrerait  de  la  môme  manière  que  i  et  i3 
sont  les  seuls  nombres  premiers  qui  soient,  ainsi  que 
leurs  bicarrés,  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  con- 
sécutifs. La  question  a  été  résolue  dans  les  Nouvelles 
Annales  (t.  XIX,  p.  4y2)- 

Les  équations  posées,  toujours  suffisantes,  sont  aussi 
nécessaires  dans  le  cas  où  le  nombre  N  est  premier;  leur 
solution  prouve  que  i  et  i3  sont  les  seuls  nombres  pre- 
miers satisfaisant  aux  conditions  posées. 

Mais,  quand  Je  nombre  n'est  pas  premier,  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  ne  sont  plus  nécessaires,  car 

r-f-(  v  +  Ov/— l 

n'est  plus  nécessairement  un  carré. 

Toutefois,  s'il  y  a  un  ou  plusieurs  nombres  non  pre- 
miers jouissant  de  la  double  propriété  énoncée,  ce  ne 
peut  être  que  parmi  les  nombres  très  grands.  Les  nom- 
bres qui  jouissent  de  cette  propriété  que  leur  carré  est 
la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  consécutifs 
forment  une  suite  récurrente 

1 .  5,    >.<),   169,  985 
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telle  que  chaque  terme  est  égal  à  six  fois   le  précédent 
moins l'antéprécédent.  J'ai  vérifié  que,  jusqu'à  io25,  i  et 
5  sont  les    seuls  nombres  de    cette  suite  qui  soient  la 
somme  des  deux  carrés  consécutifs. 

De  même  169  est  le  seul,  avec  1,  qui  soit  le  carré 
d'un  nombre  qui  est  lui-même  la  somme  de  deux  entiers 
consécutifs^  1  et  i3  sont  donc,  jusqu'à  la  même  limite, 
les  seuls  nombres  qui  soient,  ainsi  que  leurs  bicarrés, 
la  somme  de  deux  carrés  consécutifs. 

V.  yducun  produit  1,  3,  j,  7,  9,  . .  .  de  plusieurs 
impairs  consécutifs  n'est  égal  à  un  nombre  entier  élevé 
à  une  puissance  d'un  degré  supérieur  à  F  muté. 

Lemme.  —  Entre  a  et  ia — 2,  il  y  a  toujours,  au 
moins,  un  nombre  premier,  si  a  est  ^>  l{  postulatum  de 
M.  Bertrand  démontré  par  M.  Tcbebiclief.  Voir  Serhet, 
Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  2o3)  et  par  un  a  fortiori, 
entre  a  ^>  1  et  2«,  il  y  a  au  moins  un  nombre  premier. 

Cela  posé,  dans  le  produit  des  n  premiers  nombres 
impairs 

I.3.5.-.9.  .  .  (2/î   —  i), 

il  y  a  entre  n  et  in  au  moins  un  nombre  premier,  qui 
a  entre  dans  le  produit  qu'à  la  première  puissance: 
donc  ce  produit  ne  peut  pas  être  une  puissance  d'un 
nombre  entier  d'un  degré  supérieur  à  l'unité. 

\  1.  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont 
la  soînme  ou  la  différence  des  cubes  soit  égale  au  carré 
a  un  nombre  entier. 

i°  Soit 

X%     :(./••! 
(Ml 

1   IX  \)(X%     ;       r  M 
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Les  deux  facteurs  ix-\-\  et  x2-h  x -\- i  sont  pre- 
miers entre  eux  ou  bien  ils  ont  pour  plus  grand  commun 
diviseur  3.  En  effet,  tout  nombre  divisant  ces  deux  fac- 
teurs divisera  leur  dilïérencex  (x  —  i),  et  par  suite  x  —  i 
et  2x+i  —  z(x  —  i)  —  3. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  facteurs  est 
donc  ï  ou  3. 

Si  2x  +  i  et  x2-\-x-+-i  sont  premiers  entre  eux, 
chacun  d'eux  doit  être  un  carré.  Posons  donc 

x2  -+-  x  +  ï  =  a2 , 

'ix  H-  ï  ■=  t32; 

d'où,  en  éliminant  .r, 

4a2—  p4=z3  =  (2a  +  p2)(2a  —  PJ). 
Il  faut  donc  qu'on  ait 


2a  +  P2  =  3, 
d'où 


2a  —  (3*—  ï; 


a  =  [32:=:i,      x  =  o,     f=zl, 
o3H-i3=i2- 

Si  .r2H-tr-l-  i  et  2xH-  i  ont  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  3,  chacun  d'eux  doit  être  le  triple  d'un 
carré.  Posons  donc 

x-  -+-  x  -+-  ï  =  3  a2, 
u  +  i=  3[32, 

d'où,  par  l'élimination  de  x, 

/ja2—  i  =  3pS 
(a'a-t-i)(2a-— i)  =  3p*. 

2a+i  et  2  a —  ï  étant  premiers  entre  eux,  il  faut  que 
l'on  ait 

2a  H-  ï  —  3m*,    2a  —  ï  zzz  v *,      d'où      2  =  3  H* —  r* 
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OU 

2a-hi  =  «;,    2a  —  i—3ç'*,      d'où      2  =:  u* — Zv'*, 

impossible  suivant  le  module  3. 
II  reste  donc  à  résoudre  l'équation 

o  vu — ■  ('•'•  ■■=.  2 , 

qui  admet  la  solution  évidente 

U  =  I ,    r  ==  I ,      d'où      a  =  3~i,   *r  —  i ,    r  ±t  3. 

Elle  n'en  admet  pas  d'autre.  En  ell'et,  M.  Lucas,  dans 
ses  Recherches  sur  V analyse  indéterminée,  page  4°\  a 
résolu  l'équation 

qui  admet  une  infinité  de  solutions,  dont  une  seule  cor- 
respond à  z  =  i. 

En  résumé,  les  seuls  couples  de  nombres  consécutifs 
dont  la  somme  des  cubes  soit  égale  au  carré  d'un  nombre 
entier  sont  o  et  i,  i  et  i. 

i°  Soit 

{.x  +  i)3  —  .x-3  =  3.r2  -h  3#  4-  i  =  F2, 

ou,  en  multipliant  par  4? 
et,  en  posant 

■IV  'II,       2.T  -+-  1  r=  C, 

»  •  >     -> 

//-  -      ,)<-  —  I. 

Les  solutions  de  celle  équation  sont  toutes  données  par 
Les  deux  termes  des  réduites  de  rang  pair  dans  le  déve- 
loppement  de  y3  en  fraction  continue;  mais  il  ne  faul 
prendre  que  celles  donl  le  numérateur  est  pair.  On  a 

ainsi 

a        ' .  •  '  ..'n»  i  >. 

e  i  .     i   > .  ... 
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ci,  par  suite, 

y  =  i ,    i3,    l8l,  7.521 

i'  =  o,    7,  104,  i4^â 

Ces  valeurs  forment  deux  suites  récurrentes  dont  les 
échelles  de  relation  sont  respectivement 

JK«-H  —  '  M ''«        JK«— 1>       J0n-Jr\  —  x   I  •£ n  —  X n— 1  H-  O. 

Ce  second  problème  admet  donc  une  induite  de  solu- 
tions, toutes  données  par  les  deux  suites  ci-dessus 

io5;{— io43=i8i2, 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  M  1881 

(seconde  session). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  une  parabole  j  -  =  2  /?.r,  rapportée  à  son 
axe  et  à  son  sommet,  et  un  point  P  (a,  [3)  dans  le  plan 
de  la  courbe. 

i°  Démontrer  que  du  point  P  on  peut,  en  général, 
mener  trois  normales  à  la  parabole  -,  former  l'équation  du 
troisième  degré  qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  A,  13, 
C  de  ces  normales. 

20  Démontrer  que  chacune  des  deux  courbes 

*>  +  (/>  — ;*)r— P%  ^°> 

y'2  -h  -ix-  —  $y  —  2aji=o 

passe  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P,  et  trouver  l'équa- 
tion générale  de  toutes  les  coniques  passant  par  ces 
quatre;  points. 


(  366  ) 

3°  Chacune  de  ces  coniques  coupe  la  parabole  donnée 
aux  trois  points  fixes  A,  B,  C  et  en  un  quatrième  point 
D  :  trouver  les  coordonnées  du  point  D. 

4°  Par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  imagine 
deux  droites  parallèles  aux  asymptotes  de  l'une  quel- 
conque des  coniques  précédentes  ;  on  mène  la  droite 
"joignant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  droites 
avec  la  conique,  et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  la  parallèle  DD'  menée  à  l'axe  de  la  parabole  par 
le  point  D.  Former  et  discuter  l'équation  du  lieu  de  ce 
point  de  rencontre. 

Trigonométrie. 

On  donne  dans  un  triangle 

b  =  3643m,  28, 

Calculer  A,  B,  c  et  S. 

Physique  et  Chimie. 
I.  On  a  six  tubes  de  verre  qui  communiquent  entre 


eux  alternativement    par   !<•  bas  el    par  le  liant.   Tons 
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ces    tubes   renferment  du  mercure   au    même    niveau 
abedefi  et  au-dessus  du  mercure,  dans  les  parties  bmc, 
dne^  se  trouve  de  l'eau. 

On  met  la  branche  A  en  communication  avec  un  ré- 
servoir renfermant  de  l'air  comprimé  sous  la  pression 
de  2m,  3o,  en  colonne  de  mercure.  A  quelle  hauteur 
doit  monter  le  mercure  dans  le  tube  13,  au-dessus  du 
plan  af? 

Densité  du  mercure 1 3 , 5 

Pression  atmosphérique 0,760 

IL  Préparation  de  l'acide  sulfurique  anhydre,  de  l'a- 
cide sulfurique  de  Nordhausen  et  de  l'acide  sulfurique 
ordinaire. 

Quel  est  le  volume  d'acide  sulfurique  (SO3,  HO) 
qu'on  obtient  au  moyen  de  25okg  de  soufre  ? 

Équivalents. 

H  =  i, 

0  =  8, 
S-=  16. 
Densité  de  l'acide  sulfurique 1 ,848. 

Epure. 

Représenter  par  ses  deux  projections  la  partie,  exté- 
rieure à  une  sphère  donnée,  du  solide  compris  entre  un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  son  cône  asym- 
ptote, un  plan  horizontal,  à  la  cote  om,  200,  et  le  plan 
horizontal  de  projection. 

L' hyperboloïde  a  son  axe(z,z')  vertical  à  om,  110  du 
plan  vertical  de  projection  et  au  milieu  de  la  feuille; 
son  collier,  dont  la  cote  vaut  om,  120,  et  sa  trace  ho- 
rizontale ont  respectivement  des  rayons  égaux  à  om,  000 
et  à  om,  1 10. 
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La  sphère  donnée,  dont  le  centre  (O,  O')  se  trouve 
sur  le  plan  de  profil  conduit  par  l'axe  de  riiyperboloïde, 
à  om  198  du  plan  vertical  et  à  om,  102  du  plan  horizon- 
tal, passe  parle  sommet  (S,  S')  du  cène  asymptote. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  déterminer  un  point  quelconque  des  lignes 
d'intersection  de  la  sphère  avec  l'hyperboloïde  et  son 
cône  asymptote,  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Titre  extérieur.  ..."  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  ....      Hvperboloïde  et  cône  en- 
taillés par  une  sphère. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  cô- 
tés du  cadre,  «à  om,  222  du  petit  côté  inférieur. 


SOLUTIONS  DE  QIEST10NS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1367 

(voir  ?"  série  ,  t.  XX,  p.  38i); 

Par    M.    MORET-BLÀNC. 

i°  Si   une  équation  j\  r    :      <>    est  ordonnée  et  de  la 
forme 

cp  et  •!/  n'a)  dut  que  des  permances  et  a.  ;  tant  des 

nombres  positif,  tel*  que  y  ==  «y,  l'équation  n'a  pus  de 
racines  réelles  positives. 

>'■  Si  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  équation 
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sont   b  ~\~  c,  h,  c,  b  —  c,  de  sorte  </nc 

f(x)  =...(6  +  c)x''  (  '  -h  b,z-i'  -h  ex''   ' 

-H  (b  —  c)xP~2  +...  =  0, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

3°  Si  quatre  coefficients  consécutifs  sont  a,  A,  a,  A,  cfe 
Z<ï//e  soi  te  que 

f(x )  = . . .  aa*4*1  -h  6-z^  -h  aw^-1  -h  bxp~2  + ...  m  o, 

r équation  a  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

On  propose  de  généraliser  cette  proposition  et  de 
faire  voir  que  si  trois  coefficients  consécutifs  a,  b,  c 
se  reproduisent  trois  fois  périodiquement,  de  telle  sorte 
que  V on  trouve  dans  V équation  a^  b,  C]  a,  b,  c;  a>  b,  c 
comme  étant  neuf  coefficients  consécutifs,  V équation  a 
au  moins  quatre  racines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

En  supposant  que  les  coefficients  «4,  #2,  .  .  .,  a„  se 
reproduisent  p  fois  périodiquement,  dire  combien 
l'équation  a,  au  moins,  de  racines  imaginaires. 

On  distinguera  les  cas  de  p  pair  et  de  p  impair. 

(G.  DE  LONGCHAMP.  ) 

i  "       a  xi>  —  p 3Cp~x  -+-  T  xP~-  =  xP-2  (  a  x-  —  £  x  -+-  7  ) . 

L'équation  eux2  —  [il'  -4-  y  -—  o  ayant  ses  racines 
imaginaires  le  trinôme  olxp  —  r£xp~x  -h  ya:p  a  est  positif 
pour  toute  valeur  positive  dex 5  il  en  est  de  même  de  m  (a:  ) 
et  de  ^(.r),  qui  n'ont  que  des  ternies  positifs;  donc,  pour 
loute  valeur  positive  dex,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion f(x)  =  o,  étant  la  somme  de  trois  quantités  posi- 
tives, ne  peut  être  nul  :  donc,  etc. 

Note.  —  On  suppose  que  tous  les  coefficients  de  ty(x) 
sont  positifs  et  qu'il  y  a  un  terme  indépendant  de  x,  sans 
quoi  l'équation  aurait  une  racine  positive  ou  nulle. 

20  Je  m'appuierai  sur  ce  lemme  bien  connu  :  Si  une 
Ann.  de  Mathêmat.^  3csérie,  t.  I.  (Août  1882.)  oA 
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équation  ordonnée  présente  une  lacune  de  p  ternies 
consécutifs,  V équation  a  au  moins  p  ou  p — i  racines 
imaginaires,  suivant  que  p  est  pair  ou  impair. 

Cela  posé,  l'équation  f( x)  =  o  admet  les  mêmes 
racines  imaginaires  que  l'équation 

{oc'-^x  —  i)/(^)  — o; 

or  celle-ci  présente  une  lacune  de  deux  termes  consécu- 
tifs, les  termes  en  xp+l  et  xv  \  donc  cette  équation,  et 
par  suite  aussiy(x)  =^  o,  a  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires. 

3°  L'équation  J(x)  =  o  a  les  mêmes  racines  imagi- 
naires que  l'équation  [x2  —  l)f{x)  —°->  clu^  présente 
une  lacune  de  deux  termes  consécutifs  ;  donc  elle  a  au 
moins  deux  racines  imaginaires. 

Généralisation.  —  Si  «,  b,  c*,  «,  b,  e;  a,  />,  c  sont 
neuf  coefficients  consécutifs  de  l'équation  J (  x)  =  o, 
l'équation 

(xz  —  l)f(x)  =  0, 

ayant  une  lacune  de  six  termes  consécutifs,  a  au  moins 
six  racines  imaginaires,  et  comme  x*  — 1=^:0  en  a 
deux,  l'équation  J\x)  =  o  a  au  moins  quatre  racines 
imaginaires. 

Si  les  coefficients  a4,  a2 ap  se  reproduisent  p  fois 

périodiquement,  l'équation 

aura  une  lacune  de  (/>  —  1  )p  termes  consécutifs,  et  par 
suite,  au  moins,  p[p  —  1)  racines  imaginaires.  L'équa- 
tion 

œn  —  1  =  0 

a  p — 2  ou/)  —  1  racines  imaginaires,  suivant  <|m<-  / 
pair  ou  impair  :  donc  le  nombre   minimum  des   racines 


(  37i   ) 

imaginaires  de  l'équation  /  (  ^  )       0  cïsL 

(p  —  i)p—  (p  —  2)       i/>-i)2       i 
si  />  est  pair,  et 

(/>-i)P-(P-i)  =  (p-iy 

si  p  est  impair. 

Question  1368 

(voir  a*  série,  t.  XX,  p.  ^82); 

Pau  M.  Ferdinando  PISANI. 

Soient  OA  =  OB  =  OC  trois  longueurs  égales  por- 
tées sur  trois  axes  rectangulaires;  AM  B,,  C<  les 
projections  orthogonales  des  points  A,  B,  G,  sur  un  plan 
quelconque  passant  par  le  point  O. 

Si  Von  pose 

OA,  =  a,      OBx  —  b,      OC,=rC, 

bTcmï,  =  *,    C^oa^?,   aTob.^v^ 

on  aura 

a}  b-  c2         _ 


sinacosa        sin  (î  cos  fi         sin  y  cos  y 


a 


AA,  ■=. r  v/ —  cos  a  sin  3  cos  y, 

cos  a  Y 


BB,  =  — -7-v/ —  cos  a  cos  3  cos  y, 
cos  B 


CCi  = 1/ —  cos  a  cos  3  cos  v 

cos  y 


<?£ 


OA  =  /y/sina  sinp  sin  y  (M. 
Discuter  ces  formules.  (  Geint  y  .  ) 

(')  II  est,  je  présume,  implicitement  supposé  que  le  plan  mené  par 
\c  point   O  laisse  d'un  même  côté  les  trois  droites  0\,  OR,  OC.  Car  ?i 


(  ty  ) 
I.  On  a 

OA2-hOB2=AB2r=  A,B2  +  (AA,  —  BB,  )2 

=  OA2  4-  OB2  —  20Al0B1  cosAjOB, 

4-AA2-+-BB2  — 2AA,BB, 
—  OA2+OB-— 20A1OB1cosA1OB1— 2AA.BB,, 

d'où 

AA, .  BB,  —  —  ab  cosy. 

Pareillement 

AA,  .CC,:= — <7CCOS[3,      BB,.CC,— —  l>cco<v.. 

et,  par  suite, 

AAJ.BBt.CC,  —  a2  ôccosp  cosy, 

<72  en-  8  COSY 

AA;  r= ■ - , 

cosa 


l'une  de  ces  droites,  OA  par  exemple,  était  située  d'un  côté  de  re  plun 

et  OB,  OC  de  l'autre  côté,  les  angles  A,OB„  A,  O  C,  seraient  aigus,  el 

b'  c2 

B.OC,  obtus;  les  rapports  - — = —^y  seraient  positifs,  et 

'  sinpcosp     sin  y  cosy 


a1 


négatif,  et  par  conséquent  on  n'aurait  pas 


sin  a  cosa 

a2  b* 


sin  a  cosa        smjicosp        siny  cosy 

Lorsque  le  plan  passant  par  le  point  O  laisse  d'un  même  côté  les 

trois  droites  OA,  OB,  OC,  les  angles  a,  £>  y  sont  obtus,  et  les  rapports 


>inaeosa       sin[3cos[â        siny  cosy 
sont,  tous  trois,  négatifs.  Dans  ce  cas,  les  égalités 

el  

(  »  V       lysin  a  si u  Jl  sin  y 

donnent  .'i  /.  et  p;n-  suite  à  <>\,  une  valeur  imaginaire.  En  posant 

a1 


Sin  a  COS  x 

on  trouve,  en  réalité, 


=  -*, 


<  >  \        /  \  -m  i  sin  J3  sin  y.  I . 


(  3-:5  ) 

ou  bien 

AA,  = J —  cos a cos 3  cos  y. 

cosa 

On  aura  dé^même 

1  î  H ,  = \i  —  cos  a  cos  3  cos  y 

y  cospv 

et 


GG,  =z t/ —  cosa  cos  3  cos 7. 

cos  7 

IL  On  a 

0À«-=OÀî4-ààî  =  o^ 


cosa 

=s (  cos  a  —  cos  3  cos  y  ) . 

cosa' 

Mais 

donc 

cosa  —  cos  (3  cos  y  =  —  sin  fi  sin  7 
et 

a2  sin  [B  sin  y  a'2  sin  a  sin  [j  sin  y 


OA5 


cosa  smacosa 

De  nie  nie 

b-  sin  a  sin  fi  sin  7  A/S»  c"- sin  a  sin  3  sin  7 

OB     — T—r ■: 5  OC"  = : j 

sin  p  cos  p  sin  y  cosv 

et,   parce  que  OA  —  OB  =.  OC,  on  a 

a2  b2  c- 


sinacosa        sin  fi  cos  fi        si  117  cos 7 

■  >,      i-    >  ^  *  .,  a2  sin  a  sin  3  sin  7   . 

L  égalité  OA2  -- r ! '  donne 


sin  a  cosa 


OA-  —  ( : )  sin  a  sin  fi  sin  7  , 

sin  a  cos  a  ' 


n"  7) 

ou,  en  posant  —  -. =  /-, 

1  smacosa 


OA  =  /y  sin  a  sin  fi  sin  7. 
Vote.  La  même  question  a  été  pésolub  par  M    Morri-Khmc. 


(  3-4  ) 

Question  1375 
Par  M.  CHOUDADOV,  à  Stavropol  (Caucase). 

D'un  point  S  extérieur  à  un  cercle  O  on  mené  à  ce 
cercle  la  tangente  SA,  et  au  centre  O  la  sécante  SO 
qui  coupe  la  circonférence  en  B  et  C.  Le  point  de  contact 
A  de  la  tangente  sépare  la  demi-cironjérence  ABC  en 
deux  arcs  AMB,  AiNC  qui  forment  les  troisièmes  cotés 
de  deux  triangles  mixlilignes  SAMB  et  SAjNC  Si  l'on 
fait  tourner  la  figure  autour  deSO,  ces  deux  triangles 
mixtilignes  engendrent  des  volumes  qui  sont  respecti- 
vement équivalents  aux  deux  cônes  ayant  pour  rayons 
de  base  les  deux  segments  SB  et  SC  de  la  sécante,  et 
pour  hauteur  commune  la  projection  OD  du  rayon  de 
contact  OA  sur  cette  sécante  ;  c'est-à-dire  que 


et 


vol.  SAMB=:-USB20D. 


vol.  SANG  —  ^  -SC2  OD.         (Dostoi. 

û 


Soit  R  le  rayon  du  cercle  O. 

I.  Le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne SAMB 
est  la  diiïérence  des  volumes  du  cône  décrit  par  Je  trian- 
gle SAD  et  du  segment  sphérique  à  une  base,  engendre 
par  BMAD. 

Le  \olume  du  cône 

S\D       ^Â5'SD, 

on,  parce  que 

\\r-      SD.OD, 

on  a 

vol.  cône  SAD      ^SD^OD      '"<  >D(SB        iSB  ni»      BD 


(.  37:.  ) 

OU 

vol.  cône  SAD  =  ^Srf  OD 

(0 

-+-  ^itOD(2.SB.BD  +  BD2). 

D'autre  part,  le  segment  sphérique 

BMAD  =  -.BD2^R-^BD)  =^BD2(2K-t-OD). 

Mais  les  triangles  rectangles  BzYC,  SAO  donnent 

CD.BD  =  SD.OD 
ou 

(R~hOD)BD=:(SB  +  BD)OD;     R.BD  =  SB.OD. 

En  remplaçant  R.BD  par  SB.OD   dans  l'expression 
77  BD2(2R  -1-  OD)  du  segment  sphérique,  il  vient 

(2)  segment  sphérique  BMAD  =  ~  ttOD(2SB.BD  -f-  DB2) 

et  des  formules  (î)  et  (2)  résulte  immédiatement 
vol.  cône  SAD  —  segment  sphérique  BMAD 
ou  vol.  SAMB  =  -ttSB2OD. 
11.  De  même, 

vol.  SANC  =  vol.  SAD  +  vol.  DANC, 
vol.  SADr=^SD2OD. 

Yol.DANC=7r.CD2(R—  ~  CD) 

=  1  CD2(3R  —  CD)—  ~  CD2(R  4-  BD), 
5  5 

ou;  parce  que  R  -f-  BD  =  OD  -h  2  BD, 

vol.  DANC  ^CD2(OD  +  2BD). 


(  3;6  ) 
MaisCD.BD  =  SD.OD.  donc 

vol.  DÀNC  =  ^OD(dD>  -  aSD.GD  . 

11  s'ensuit 
vol.  SAD  —  vol.  DA\C  =  ^OD   SD-  —  CD-  +  2SD.GD 

=  ^ODiSD-CD    =  5OP.SC1. 

o  o 

Par  conséquent. 

Nul.  SàNC^SOOD.  ...  f.  1». 

o 

Note.  —    La  même  question  a  été  résolue   par    MM.  Lez:    Pi?ani  : 
Goftart  :  Lucien   Meyer:    Henri  Vieille  et  A.  Leblond.  élèves  du  lycée 

du  Havre. 


Question  1377 

I  voir  2*  série,  t.  XX.  p. 

Par  M.  François  B<  tRLETTT 

_  nieur  à  Milan. 

Trouver  les  valeurs  des  intégrales 


/ 


■>./■_  3  fl 


-3  1  —  1 


\       •   -    ; 
et 

-  1  '//• 


f 


-1   i/r»  +  j 


\ 

I  \  1  v  1  1  s . 


I.  La  première  de  ces  Jeux  intégrales  peut  s'écrire 

y' 
1  v  [  )*  —  i  ' 

el .  en  posant  -  —  1      -  z-,  cil  ut 

/ 

/    :  =  a« 


(  •■'>::  ) 

loue 


/ 


i  x  -f-  3  dx 


X-+2X-+-I    sjx.{x+-l)(x  +  'l)(x  -+-'6) 

=:  arc  t&i\2)\/x(x  -+-  i)(x  -h  i){x  -r  3)  -h  C. 
II.  La  seconde  intégrale  peut  s'écrire 
3./-  ■+-  ix  • —  i  dx 


J 


X*  -h   X2  X  I     ^/(jjS  _j_  xï  x  —  ,  j  j 

et,  en  posant  x3  H-  x2  —  x  —  2  =  32;  elle  devient 


'/t 


- — -  —  2  arc  tang-3  -+-  C<; 


donc 

3  .r  —  i  dx 


f 


x~  —  î    \/x'à  4-  x-  —  X  —  2 


=  2  arc  tang  \Jx*  -\-  x-  —  x  —  2  -+-  C. 


Ces  deux  intégrales  sont  des  cas  particuliers   de  l'in- 
tégrale plus  générale 

/V  (x)       dx  -i  ,—- 
r     ,              =  —  arc  tang  i/o  ",  -\-  C, 

//j  désignant  un  nombre  quelconque  différent  de  zéro. 

.Yo£e.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pisani,  Lez,  Fail- 
li uembergue. 


Question   1379 

(voir  ?.'  série,  t.  XX,  p.  527  )•. 

Par  M.  François  BORLETTI . 

Ingénieur  à  Milan. 

Les  trois  côtés  a,  h,  c  d'un  triangle  sont  exprimés 
par  des  nombres  entiers  en  progression  arithmétique  : 
et  si  l  on  ajoute  successivement  5o  et  60  à  chacun  de  ces 
côtés,  le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente  respective- 


(  378  ) 
nient  de  ly  et  de  20  :  trouver  les  valeurs  des  côtés  de  ce 
t/inngle.  (W.-A.  Whitwokïh,  M.  A.) 

Soient  /'  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  et 
/)  le  demi-périmètre;  on  a 

(1)  r*p  =  (p  —  a)(p  —b)(p  —  c). 

En  nommant  rf  la  raison  de  la  progression  arithmé- 
tique, les  côtés  seront 

a,     b  =  a-\-d,     c  —  a  -r-  2  d, 

et  l'équation  (1)  devient 

1 2 rz  =  (a  —  d)  ( a  -+-  3 d  ) . 

Si  l'on  ajoute  successivement  5o  et  60  à  chacun  des 
cotés,  le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente  respectivement 
de  17  et  de  20;  donc 

i2(/-  -u  17)*=  (a  —  */  4-5o)(a-+-  3^/  —  5o), 
1 2  (  /•  -h  20 )2  —  { a  —  d  -h  60) (a  -h  3rf  -h  60), 

En  posant  a —  r/  =  r,  a  -f-  3rf  =  .r,  ces  équations 
deviennent 

(2)  i2r2  =  ay, 

(3)  1 2  (/•  h-  17 )2  =  j?>-  -+- 5o<  ./■    -y)      a5oo, 

(4)  12 (r -h  20)2  =a?y  h-  60(4?-+-/)  -+-  36oo, 

et,    en  retranchant] de  chacune  des   équations    (3)    et 
(4)  de  I'équation5(2),  membre  à  membre,   on  a 

20  \r       184  y), 

S/-  20         /  >  : 

(Ton 

/       1       5a     el     r       \. 
et  par  suite 

192. 


(  »79  ) 

Donc,  x  et  y  sont  les  racines  de  l'équation 

z-  —  bci.z  -h  192  —  o; 
011  en  déduit 

.3?  =  48     et     ^  —  4. 
Par  conséquent, 

a  -h  3d=  48 

et 

«  —    £/  rz:    4« 

Ces  deux  équations  donnent 

a  =  i5,     <i=  1  j  ; 
donc  les  valeurs  des  côtés  du  triangle  sont  i5,  26,  37. 

iVoie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Pisani;  J. 
Thomas,  maréchal  de  logis  d'artillerie  de  Marine,  à  Toulon  ;  Henri 
Vieille,  élève  du  lycée  du  Havre. 


Question   1380 

(  voir  2'  série,  t.  XX,  p.  527  ); 

Par   M.    A.    LEBLOND, 

Elève  du  lycée  du  Havre. 

Si,  par  les  points  de  contact  d'une  tangente  commune 
à  deux  circonférences  qui  se  coupent,  et  par  un  de 
leurs  points  d 'intersection,  on  fait  passer  une  circonfé- 
rence, soji  rayon  sera  moyen  géométrique  entre  les 
rayons  des  deux  premiers  cercles. 

(DOMEJNICO    MoiNTESANO.  ) 

Soient 

O,  O'  les  centres  des  circonférences  données  (  *  ); 
A,  B  les  points  de  contact  de  la  tangente  commune  con- 
sidérée } 
1)  un  des  points  d'intersection  des  deux  circonférences  : 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  38o  ) 

C  le  centre  de  la  circonférence   circonscrite  au    trian- 
gle ABD. 
Les  angles  AOC,  DCO'  sont  égaux,  car  ils  ont  chacun 

même  mesure  cjue  l'angle  DAB.  On  a,  de  même, 

ACO^ABD-^CO'D. 

Donc,  les   triangles  ACO   et  CDO'  sont   semblables    et 
donnent 

ao     _u: 

CD  ~~  DÔ7' 
d'où 

AC2  — AO.DO'.  c.  Q.  f.  n. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  François  Borletti,  ingénieur 
à  Milan;  J.  Pisani;  Edmond  van  Aubel  ;  Lacombe,  abonné;  J. 
Thomas,  maréchal  des  logis  d'Artillerie  de  marine,  à  Toulon  :  Joseph 
Vidal,  élève  au  lycée  de  Toulouse;  Henri  Vielle,  du  lycée  du  Havre; 
J.  Boudénes,  du  lycée  d'Avignon  ;  P.,  du  lycée  de  Toulouse. 

La  même  question  a  été  résolue,  au  moyen  des  formules  de  la  Tri- 
gonométrie, par  M.  Lez  ;  par  M.  Marcolongo. 

M.  Domenico  Montesano  en  a  donné  une  solution  fondée  sur  la 
théorie   de  l'involution. 

Question    1386 

(  voir  3*  série,  t.  I,  p.  i  ji  ) , 

Par  M.  MORET-liLWC. 

Soicjit  A,  B,  C,  D  quatre  points  pris  arbitrairement 
sur  un  cercle  ay  nul  pour  centra  h'  point  ().  Considé- 
rions fin  berbole  cuuilu.tère  passant  pur  ces  quatre 
points,  et  de  son  centre  tu  abaissons  une  pe/pe/ulicu- 
laire  o#P  sur  un  côté  quelconque   \l>  du  quadrilatère 

\I)CD;  (lu  centre  0  du  cercle,  abaissons  une  perpendi- 

culaire  OQ  sur  le  côté  opposé  CD.  En  désignant  pur  \ 

/  angle  que  foui  les  côté*  opposes   \\\  et  CD.  démontrer 

lu  relation 

(„\*       (  >n  c.»^\  .  |  Lagi  i  iut;  . 

()  es!   le  milieu   de  CD:  soient    |{    le  milieu   tic   AI)  cl    I 

le  nul  un  de  (  )l\ . 


(  3t»i   ) 

Prolongeons  A B  et  CD  jusqu'à  leur  rencontre  en  \, 
puis  menons  QS  et  RS  respectivement  parallèles  à  AB 
et  à  CI),  et  tirons  les  droites  OR,  <oQ,  uRf'). 

On  sait  que,  si  par  les  milieux  de  deux  cordes  d'une 
hyperbole  équilatère  on  leur  mène  respectivement  des 
parallèles,  le  point  d'intersection  de  ces  parallèles,  les 
milieux  des  deux  cordes  et  le  centre  de  l'hyperbole  sont 
sur  une  même  circonférence,  théorème  qui  résulte  très 
simplement  de  ce  que  deux  diamètres  conjugués  d'une 
hyperbole  équilatère  font  avec  un  des  axes  des  angles 
complémentaires. 

Le  quadrilatère  ojQSR  est  donc  inscriptible,  de  même 
que  le  quadrilatère  OQVR,  dont  les  angles  en  Q  et  en  R 
sont  droits.  Les  circonférences  circonscrites  à  ces  qua- 
drilatères, qui  sont  les  circonférences  circonscrites  aux 
triangles  QSR,  Q\R,  sont  symétriques  par  rapport  au 
point  I.  Il  en  résulte  que  l'angle 

QcoRr=QOR  =  i8o°— V. 

Les  cordes  AB  et  CD  communes  au  cercle  et  à  l'hy- 
perbole sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  l'hy- 
perbole :  leurs  diamètres  conjugués  u>Q,  toR  font  donc 
avec  ces  cordes,  et,  par  suite,  avec  leurs  perpendicu- 
laires OQ,  OR,  des  angles  égaux  ;  donc 

coQO  =  wRO  =  V, 

et    le    quadrilatère    toQOR    est    un    parallélogramme-, 
0)R  =  10 Q  et  toP  est  le  prolongement  de  Qto. 
On  a  donc 

HwP=i8o°—  (>coU  =  V, 

u)P  =  wRcosV— OQcosV, 

c.  q.  F.  n. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Picardeau.  du 
lycée  de  Clermont. 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 


(  3g2  ) 
Question   1397 

(voir  ?»•  série,  t.  I,  p.  528); 

Par  M.  MORET-BLANC. 

On  donna  une  conique  inscrite  dans  un  triangle  ABC  } 
par  les  sommets  du  triangle  on  mené  des  droites  AA', 
BB',  CC  se  coupant  en  un  point  O,  et  par  leur  point 
de  rencontre  A ,  B',  O  avec  les  côtés  opposés,  des  tan- 
gentes à  la  conique  qui  coupent  les  droites  B'C,  C'A', 
A'B'  en  des  points  a,  b,  c.  Démontrer  que  ces  trois 
points  sont  en  ligne  droite.  (E.  Falqlembergue.  ) 

Soient  A,,  B,,  C,  les  intersections  des  couples  de  tan- 
gentes menées  respectivement  par  B'  et  C,  G'  et  V,  V 
et  B'}  A'B,  C'A,  B'C,  A' peut  être  considéré  comme  un 
hexagone  circonscrit  à  la  conique.  En  vertu  du  théo- 
rème de  Brianchon,  les  droites  A'A,,  B'B,,  C'C,  qui  joi- 
gnent les  sommets  opposés  se  rencontrent  en  un  même 
point-,  les  triangles  A'B'C,  A,B,C,  sont  donc  liomolo- 
giques,  et  les  cotés  homologues  B'C'  et  B,C,,  C'A' et 
C,  A, ,  A'B'  et  A,  B,  se  rencontrent  en  des  points  ay  b,  c 
situés  en  ligne  droite. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Strékalof,  à  Saint 
Pétersbourg. 


QUESTIONS. 


1411.  Démontrer  que  l'expression 

if(_4_y+(_^_y+(  »  yv...i 

//  | \n  -f-  i  /  \/>  4-  >  '  \/H-  3 

leiul  vers  ,  lorsque  //  augmente  indéfiniment. 

Y..  Cesaro. 
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1412.  Par  le  sommet  B  d'un  triangle  ABC,  on  mène 
une  parallèle  à  la  base,  la  médiane,  la  bissectrice  et  la 
hauteur;  du  milieu  D  de  la  base,  on  abaisse  sur  la  bis- 
sectrice une  perpendiculaire  DH  qui  rencontre  en  E  et  F 
la  hauteur  et  la  parallèle  à  la  base;  il  s'agit  de  démontrer 
que  DA2=DHxEF.  (A.  Cambier.) 

1413.  Si  par  un  point  quelconque  M  de  la  sécante 
commune  à  deux  coniques  homotbétiques  on  mène  une 
droite  quelconque  coupant  la  première  en  A  et  B,  la  se- 
conde en  A'  et  B',  les  produits  MA  X  MB  et  MA'x  MB' 
seront  égaux.  (P.  Baubarin.) 

1414.  Soient,  dans  deux  plans  rectangulaires,  deux 
circonférences  ayant  respectivement  pour  diamètres  deux 
segments  conjugués  harmoniques  de  l'intersection  de  ces 
plans;  si  de  deux  points  quelconques  de  Tune  de  ces  cir- 
conférences on  mène  des  droites  à  deux  points  quelconques 
de  l'autre,  on  formera  un  quadrilatère  gauche  (en  gé- 
néral) dont  deux  côtés  opposés  auront  le  même  produit 
que  les  deux  autres  côtés  opposés  (1). 

(H.   ScH ROTER.  ) 

1415.  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 
'aa?  -f-  3  3  dx 


J 


a  et  J3  étant  des  constantes  données.         (S.  Realis  ) 


(*)  Soient  A,  B  deux  points  quelconques  de  l'une  des  circonfé- 
rences  considérées,  et  V,  B'  deux  points  quelconques  de  l'autre;  on 
aura 

AA'  x  BB'  =  AB'  x  BA', 

quel  que  soit  le  quadrilatère  A  BA'B',  gauche  ou  plan.  (G.) 
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1416k   Soient 


a. 


a 


n  1 


«i 


a, 


R, 


et  a//;  le  coefficient  de  a^  dans  R.  Si  l'on  désigne  par  I) 
Je  déterminant  suivant, 


Cl\\  — —  Ci  j  j         ^12  ~ ~~"      21 
£?  ]  2   _ i—  Cfco  1  £Z 2 2   — ^  2  2 


a 


i/; 


'/ 


*i 


Ct^ji  —  @  ni 


". 


a 


n\ 


an9z    a, 


a. 


<i, 


et  par  A    le   déterminant  qu'on  obtient  en    remplaçant 
dans  D  les  quantités  a#  par  a/*,  on  aura 


A  =  R»-âD. 


(  E.     HuNYADY.  ) 


1417.   Le  nombre  /;  étant   supposé  premier,    et    les 
deux  groupes 

/*!,     /'2,      .   .   .  ,     /'/,-! 

et 

^i,  s2,    .  .  . ,  s/;_i 

formant  deux  systèmes  complets  de  résidus  premiers  par 
rapport  au  module  p,  il  y  a  nécessairement  deux  indices 
différents  i  et  A",  tels  que  les  produits  r,sn  et  /-/..v/,  sont 
congrus  par  rapport  au  module  />  (  '  ). 

(A.  HuRwnz.  à  Leipzig/ 


(*)  C'est-à-dire  que  la  différence  de  ces  <lni\  produits  est  divisible 

par  p. 
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PREMIERS  ÉLÉMENTS  DE  LA  GÉOMÉTIIIE  DESCRIPTIVE  («  ) ; 

Par  M.  A.  MANNIIEIM. 


Je  vais  exposer  d'une  façon  très  sommaire  les  premiers 
éléments  de  la  Géométrie  descriptive,  afin  de  faire 
connaître  les  changements  que  je  propose  dans  le  système 
d'enseignement  depuis  longtemps  en  usage. 

Ces  modifications,  je  l'espère,  feront  disparaître  cer- 
taines difficultés  qui  arrêtent  les  commençants. 

Elles  permettront  aussi  de  mieux  préparer  les  élèves 
aux  applications.  Actuellement,  en  effet,  pour  résoudre 
les  problèmes  élémentaires,  on  emploie  des  solutions 
qui  conduisent  à  des  tracés  simples,  mais  qui  ne  sont 
simples  que  grâce  à  la  préparation  des  données. 

Ces  tracés  d'ailleurs  ne  servent  plus,  lorsqu'on  ar- 
rive aux  applications.  Il  me  parait  donc  important,  dès 
le  début,  de  n'employer  que  les  solutions  mêmes  qu'on 
retrouvera  plus  tard. 

Lignes  droites  et  plans  en  projections  orthogonales. 

Notions  préliminaires.  —  La  projection  d'un  point 
sur  un  plan  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  point  sur  ce  plan.  Par  rapport  à  ce  plan,  qu'on  appelle 
plan  de  projection,  cette  perpendiculaire  est  appelée  #ro- 
jetante.  Tous  les  points  d'une  projetante  ont  la  même 
projection,  et  inversement  un  point  du  plan  de  projec- 
tion correspond  à  une  infinité  de  points  de  l'espace. 

La  projection  d'un  pointne  suffit  donc  pas  pour  définir 


(!)  Je  rappelle  que  la  publication  de  mon    Cours  de  Géométrie 
descriptive  remonte  au  mois  de  novembre  1881.  (Cir.  B.) 

Aiui.de  Mathêmat.i  3  e  série,  t.  F .  (Septembre  iX8->.)  25 
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la  position  de  ce  poinl  dans  l'espace.  Si  l'on  veut  fixer  la 
position  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  horizontal  de 
projection  (que  nous  supposerons  toujours  au-dessous  du 
point)  on  doit  non  seulement  donner  la  projection  de  ce 
point,  mais  aussi  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  de  projec- 
tion. Si  cette  hauteur  est  mesurée  au  moyen  dune 
échelle,  elle  est  exprimée  par  un  nombre  qu'on  appelle 
cote.  Dans  le  cas  où  nous  nous  plaçons,  c'est-à-dire 
lorsque  le  point  est  au-dessus  du  plan,  cette  cote  porte 
le  nom  d'altitude. 

La  méthode  de  représentation  des  figures,  dans 
laquelle  les  points  sont  représentés  par  leurs  projections 
horizontales  près  desquelles  on  inscrit  l'altitude,  est  dési- 
gnée sous  le  nom  de  méthode  des  projections  cotées. 

La  projection  d'une  ligne  droite  D  sur  un  plan  est  le 
lieu  des  projections  des  points  de  D  :  c'est  donc  une  ligne 
droite.  Les  projetantes  des  points  de  la  droite  D  sont  dans 
un  même  plan  qu'on  nomme  plan  projetant  de  la  droite 
D.  Toutes  les  droites  de  ce  plan  projetant,  excepté  les 
projetantes,  ont  pour  projection  une  seule  et  même 
droite,  qui  représente  aussi  la  projection  du  plan  proje- 
tant*, et  inversement,  une  droite  du  plan  de  projection 
est  la  projection  d'une  infinité  de  droites  de  l'espace. 

Pour  fixer  la  position  d'une  droite,  par  rapport  à  un 
plan  horizontal  de  projection,  on  peut  donner  les  pro- 
jections cotées  de  deux  de  ses  points.  C'est  ainsi  qu  on 
opère  dans  la  méthode  des  projections  cotées. 

La  projection  d'une  ligure  s'obtienl  au  moyen  des 
projections  de  ses  différents  points  convenablement  reliés 
par  des  lignes. 

Les  projections  dune  ligure  sur  des  plans  parallèles 
entre  eux  sont  des  figures  que  l'on  peut  faire  coïncider  en 
même  temps  que  l'on  amène  en  coïncidence  les  plans  de 
projection  qui  les  contiennent.  Cette  propriété  est 
presque  évidente  ;  nous  l'énoncerons  ainsi  : 
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La  projection  d 'une figure  sur  un  plan  reste  toujours 
la  même  à  quelque  distance  qu'on  transporte  ce  plan 
parallèlement  à  lui-même, 

REPRÉSENTATION    d'un    CORPS   EN    PROJECTIONS 
ORTHOGONALES. 

Nous  venons  de  voir  qu'une  seule  projection  ne  suffit 
pas  pour  la  représentation  d'une  figure  et  qu'il  faut 
se  donner  en  outre  les  hauteurs  des  différents  points  de 
cette  figure  au-dessus  d'un  môme  plan.  Au  lieu  d'indi- 
quer ces  hauteurs  au  moyen  de  nombres  indiquant  des 
altitudes,  on  peut  les  donner  graphiquement.  C'est  ainsi 
qu'on  opère  dans  la  méthode  des  projections  orthogo- 
nales, dont  nous  allons  maintenant  parler. 

Cherchons  à  représenter  un  cube  placé  de  façon  qu'une 
face  soit  horizontale.  Prenons  (fig.  i)  un  plan  de  pro- 

Fig.  .. 


jection  horizontale  (H)  au-dessous  du  cube  et  un  autre 
plan  de  projection  (  V)  parallèle  à  l'une  des  faces  verti- 
cales du  cube. 

Supposons   que    ces    deux  pians   de    projection,  qui 
forment   un    angle  dièdre   droit,   soient  limités   à   leur 
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droite  d'intersection  It,  droite  qu'on  appelle  ligne  de 
terre.  Le  cube  est  dans  l'intérieur  de  ce  dièdre  droit. 

La  projection  du  cube  sur  le  plan  horizontal  (H)  est 
le  carré  cihhhehgh  (*)i  qu'on  appelle  la  projection 
horizontale  du  cube. 

Projetons  Je  cube  sur  le  plan  de  projection  verticale 
(V),  nous  avons  encore  un  carré  :  avbvcvdv. 

Le  sommet  a  du  cube  a  pour  projection  sur  le  plan 
horizontal  (H)  le  point  a/t  et  pour  projection  sur  le  plan 
vertical  (Y  )  le  point  av.  On  désigne  un  point  de  l'espace 
soit  par  une  seule  lettre  sans  indice,  soit  par  ses  deux 
projections  :  ainsi,  lorsque  l'on  dit  le  point  [a^av),  cela 
signifie  le  point  dont  les  projections  sont  a^  et  av. 

La  distance  a„OL  du  point  aK,  à  la  ligne  de  terre  est 
égale  à  la  hauteur  du  point  a  au-dessus  du  plan  (H).  De 
même  pour  les  autres  sommets  du  cube  dont  hes  hauteurs 
au-dessus  du  plan  (H)  peuvent  être  mesurées  par  les 
distances,  a  la  ligue  de  terre  It,  des  projections  verticales 
de  ces  sommets.  La  projection  verticale  du  cube  donne 
donc  graphiquement  les  hauteurs  des  différents  sommets 
de  ce  corps. 

Les  deux  projections  du  cube  peinent  être  tracées 
sur  deux  feuilles  de  dessin  séparées. 

On  voit  (Jig-  2)  la  projection  horizontale  <y/,,  h;,,  o,,  gh 
du  cube  sur  le  plan  (II),  et  d'autre  pari  [fis.  1')  la  pro- 
jection verticale  <7,.,  /;,.,  cy\  */,.  du  cube  sur  le  plan  \  . 
On  conçoit  qu'on  puisse  fixer  les  positions  des  sommets 
du  cube  au-dessus  du  plan  (Il  en  se  servaril  des  dis- 
tances avy.,  />,/j.  c/ra,  r./i,  qui  marquent  graphiquement 
sur  la  projeel  ion  \  ert  ieale  (\)les  hauteurs  des  sommets 

du  cube  au-dessus  du  plan  (11). 


(*)  L'indice  A  esl  employé  pour  la  projection   horizontale  el  l'in 
dice  v  pour  la  projeel  ion  verl  icale 
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Pour  rendre  plus  faeiies  les  tracés  qu'on  peut  avoir  à 

faire  au  moyen  des  deux  projections  du  corps  représenté, 

on  ne  sépare  pas  ces  deux  projections  :  on  les  réunit  sur 

une  même  feuille  de  dessin.  Pour  cela,  il  suffit  de  SUppo- 


r'iK.  2. 
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ser  qu'on  ait  ouvert  le  dièdre  droit  de  \a  fig.  i  en  faisant 
tourner  les  faces  de  ce  dièdre  autour  de  It  jusqu'à  ce 
qu'elles  soient  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre.  On 


Fig.  a'. 

(V) 
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dv 

v 

i 
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arrive  ainsi  à  la   fig.  3,   réunion   des  fig.  i  et  i'  :  c'est 
l'épure  à  l'aide  de  laquelle  le  cube  est  représenté. 

Le  plan  des  projetantes  aav,  aa/t  étant  perpendicu- 
laire à  chacun  des  plans  de  projection  est  perpendicu- 
laire à  It  (  M.  Les  droites  a„OL  et  ci/t  a  suivant  lesquelles  il 


(')  Nous  n'adoptons  pas  l'expression  de  plein  de  profil  pour  dési- 
gner un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  <lr  terre. 
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rencontre  les  plans  de  projection  sont  alors  perpendi- 
culaires à  II  et,  lorsque  les  plans  (H)  et  (V)  sont  dans  le 
prolongement  l'un  de  l'autre,  il  en  est  de  même  des 
droites  tf^a,  ah  a.  On  voit  ainsi  que  les  deux  projections 
av,  ah  d'un  point  a  sont  sur  une  même  perpendiculaire 
a  la  ligne  de  terre. 

On  doit  remarquer  qu'un  plan  perpendiculaire  aux 

Fig.  3. 
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deux  plans  de  projection  est  représenté  sur  chacun  de 
ces  plans  par  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre  et  qu'un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection 
se  projette  sur  l'autre  suivant  une  parallèle  à  la  ligne  de 
terre. 

On  appelle  plan  de  front  un  plan  parallèle  au  plan 
vertical  de  projection. 

J\ous  n'avons  parlé  que  des  hauteurs  des  points  au- 
dessus  du  plan  (llh  mais,  pour  fixer  la  position  du  cube, 
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on  peut  aussi  employer  le  plan  (  V  )  et  se  servir  des  dis- 
Lances  des  sommets  du  cube  à  ce  plan. 

Ces  dislances  ou  éloignements  sont  donnés  graphique- 
ment sur  le  plan  horizontal  de  projection.  On  peut  donc 
dire  :  pour  restituer  un  corps  dans  l'espace,  on  peut 
employer  l'un  ou  l'autre  des  plans  de  projection. 

Si,  pour  réunir  les  deux  feuilles  de  dessin  sur  lesquelles 
se  trouvent  respectivement  les  projections  du  corps,  on 
suppose  que  le  dièdre  formé  par  les  plans  de  projection 
ait  été  ouvert  de  façon  que  le  plan  vertical  soit  placé  dans 
le  prolongement  du  plan  horizontal  de  projection  supposé 
(ixe,  on  a  endéfinitivel'épurefai  te  surune  feuille  de  dessin 
horizontale.  Dans  cette  hypothèse,  on  restitue  le  corps 
dans  l'espace  en  élevant  au-dessus  de  la  feuille  de  dessin 
et  à  des  hauteurs  convenables  les  points  marqués  par 
leurs  projections  horizontales. 

Si  au  contraire,  pour  obtenir  les  deux  projections  sur 
une  môme  feuille  de  dessin,  on  suppose  que  c'est  le  plan 
horizontal  de  projection  qui  a  tourné,  l'épure  est  alors 
tracée  sur  une  feuille  verticale.  On  restitue  alors  le  corps 
clans  l'espace  en  éloignant  du  plan  vertical  de  projection 
à  des  distances  convenables  les  points  marqués  par  leurs 
projections  verticales. 

Jusqu'à  présent,  sauf  en  quelques  points,  je  n'ai  fait 
que  reproduire,  en  les  modifiant  un  peu,  les  explications 
que  l'on  donne  aux  élèves  qui  commencent  l'étude  de  la 
Géométrie  descriptive. 

Maintenant  je  vais  m'écarter  davantage  de  la  route 
ordinairement  suivie. 

Eloignons  le  plan  (V)  parallèlement  à  lui-même 
jusqu'à  ce  qu'il  vienne  prendre  la  position  (V)  (fi g.  4)- 

La  projection  verticale  du  cube  sur  ce  nouveau  plan 
vertical  est  un  carré  a'vb'vc'vdl  égal  au  carré  avbvcvdv, 
comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer. 
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Après  avoir  ouvert  le  dièdre  droit  (H),  (V)  de  manière 
à  obtenir  sur  une  même  feuille  horizontale  les  dessins 
des  deux  projections,  nous  avons  une  épure  qui  ne  diffère 

Fify.  4- 


de  la  première,  obtenue  au  moyen  du  dièdre  droit  (li),  (\  . 
que  par  la  distance  plus  grande  qui  sépare  les  deux  pro- 
jections du  cube. 

Au  lieu  de  modifier  la  position  de  (Y  ),  nous  pouvons 
placer  le  plan  (H)  à  une  certaine  distance  au-dessous  de- 
là première  position  qu'il  occupait. 

Nous  arrivons  encore  aune  épure  sur  laquelle  il  y  a 
toujours  les  deux  mêmes  carrés,  projections  du  cube: 
seulement  ces  deux  carrés  sont  plus  ou  moins  éloignes 
l'un  de  l'autre. 

Enfin  nous  avons  encore  le  même  résultat  si  nous 
éloignons  à  la  lois  les  deux  plans  de.  projection. 

Nous  voyons  que,  quelles  que  soient  les  situations  des 

plans  de  projection,  pourvu  (/ue  leurs  directions  ne 
changent  pas,   on  est  toujours  amené  à  des  épures  nui 

nediffèrent  entre  elles  que  par  l'éloignement  qui  sépare 
les  deux  projections. 

Nous  disons  alors  que  l'épure  est  toujours  lu  même. 
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car  l'épure  proprement  dite  ne  se  compose  réellement 

que  des  deux  parties  du  dessin  relatives  à  la  projection 
verticale  et  à  la  projection  horizontale,  indépendamment 
de  la  distance  qui  sépare  ces  projections.  Puisque  l'épure 
reste  la  même  lorsqu'on  éloigne  les  plans  de  projection, 
nous  ne  fixons  pas  la  situation  de  ces  plans.  Nous  la 
laissons  indéterminée,  mais  nous  éloignerons  toujours 
les  plans  de  projection,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  points 
derrière  le  plan  vertical  ni  de  points  au-dessous  du  plan 
horizontal.  Afin  de  bien  marquer  cette  indétermination 
de  la  position  des  plans  de  projection,  nous  ne  tracerons 
pas  de  ligne  de  terre. 

L'épure  à  l'aide  de  laquelle  le  cube  est  représenté  se 

Fier.  5. 


réduit  alors  a  làjïg.  5  (').  Nous  avons  sur  cette  épure 


(')  Pour  préciser,  on  devrait  mettre  deux  lettres  avec  indices  à 
chacun  des  sommets  des  carrés,  puisque  ces  points  sont  chacun  les 
projections  de  deux  sommets. 

Dans  la  pratique,  on  ne  met  pas  de  lettres  et  l'on  choisit  les  pro- 
jections verticales,  de  façon  qu'elles  fassent  images  et  qu'elles  soient 
d'une  lecture  facile. 
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les  deux  carrés,  projections  du  cube,  et  la  direction  des 
droites,  telles  que  rt/t«„,  qui  réunit  les  deux  projections 
d'un  même  point  a.  Nous  donnons  à  cette  direction  le 
nom  de  direction  des  projetantes. 

La  droite  a^a„  considérée  comme  appartenant  à  la 
projection  horizontale  donne,  en  eflet,  la  direction  des 
projetantes  perpendiculaires  au  plan  vertical  et  la  droite 
avah^  considérée  comme  appartenant  à  la  projection 
verticale,  donne  en  même  temps  la  direction  des  proje- 
tantes perpendiculaires  au  plan  horizontal.  D'après  cela 
et  ce  que  nous  avons  déjà  dit,  on  voit  qu'u/z  plan 
parallèle  à  l  un  des  plans  de  projection  est  représenté 
sur  V  autre  par  une  droite  perpendiculaire  à  la  direction 
des  projetantes. 

Au  moyen  de  l'épure  dela^ig.  5,  il  est  facile  de  se 

Fig.  H. 


'IV 


h 


s 


représenter  le  cube  de  l'espace.  Pour  cela  prenons    fie.  6 
une  droite  (  IV)  tracée  sur  la  projection  horizontale  per- 
pendiculairement à  la  direction  des  projetantes  et  qui 
représente  nu  plan  <!<•  Iront.  La  feuille  de  l'épure  étant 


(  395  ) 
supposée  placée  verticalement,  on  opère  alors  en  faisant 
usage  de   ce  plan  comme  nous  l'avons  expliqué  précé- 
demment,  en  employant  le  plan  vertical  de  projection. 

Il  me  parait  utile  de  familiariser  les  élèves  surtout 
avec  l'emploi  de  la  projection  verticale  pour  restituer 
une  figure  de  l'espace.  C'est,  en  effet,  la  projection  ver- 
ticale qui  montre  le  mieux  l'apparence  habituelle  des 
objets.  Ainsi,  la  projection  verticale  de  la  façade  de 
l'Opéra  montre  bien  ce  monument,  tandis  que  la  pro- 
jection horizontale  ne  fait  pas  image. 

En  disposant  les  plans  de  projections  de  façon  que 
l'objet  à  représenter  soit  toujours  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  en  avant  du  plan  vertical  de  projection, 
nous  supprimons  les  difficultés  que  les  élèves  rencontrent 
pour  la  ponctuation  des  lignes  supposées  cachées  par 
les  plans  de  projection. 

D'après  ce  que  je  viens  d'expliquer,  on  voit  que,  si  la 
feuille  de  dessin  est  assez  grande,  les  projections  d'un 
môme  corps  sont  absolument  séparées;  sinon  il  peut  y 
avoir  une  région  du  papier  renfermant  à  la  fois  une 
partie  de  la  projection  horizontale  et  une  partie  de  la 
projection  verticale;  mais  cela  ne  modifie  en  rien  ces 
projections,  qui  doivent  Toujours  être  considérées  comme 
distinctes  l'une  de  l'autre. 

Un  corps  n'a  qu'une  projection  horizontale,  mais  il  a 
une  infinité  de  projections  verticales.  Lorsque  l'on  a 
les  deux  projections  d'un  corps,  il  est  facile  d'avoir  une 
nouvelle  projection  verticale. 

Prenons  toujours  comme  exemple  un  cube  donné 
(fig-  7)  par  ses  deux  projections  disposées  comme  nous 
l'avons  xu  fig.  5. 

Par  le  point  cih  traçons  la  droite  a/t  a'v  donnant  la 
nouvelle  direction  des  projetantes.  Prenons  le  point  a'v 
comme  nouvelle   projection  verticale   du  sommet  a  de 
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l'espace.  La  nouvelle  projection  du  sommet  d  est,  en  d^ 
sur  cette  même  droite  a^a'^  à  une  distance  du  point  a[, 
égale  au  segment  avdvv\  portée  dans  le  sens  qu'on  adopte 
comme  étant  celui  qu'il  faut  suivre  pour  se  rapprocher 
du  plan  horizontal  de  projection. 

La  face  supérieure  du  cube  étant  horizontale  se  projette 

*g.  7- 


verticalement  suivant  la  droite  g'vb'  menée  par  le  point 
(iv  perpendiculairement  à  la  direction  des  projetantes. 
De  même  pour  la  face  inférieure.  11  suffit,  pour  achever 
de  déterminer  la  projection  \  erl  icale  du  cube,  de  prendre 
les  intersections  de  ces  droites  avec  ^es  parallèles  à  la 
direction  des  projetantes  menées  parles  sommets  du  carré 

ahbàehgk. 

Le  poî ut  a'v  a  été  pris  arbitrairement  sur  la  parallèle  à 
lanouvelle  direction  des  projetantes  menée  parle  point  d/t. 
Jl  faut  pourtant  choisir  ce  point  de  façon  que  la  nom  elle 
projection  verticale  ne  vienne  passe  superposer  sur  la 
projection  horizontale. 

Telle  est,  en  quelques  mois,  la  modification  principale 
que  je  propose.  La  suppression  de  la  ligne  <le  terre  ne 
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complique  pas  l'exposition  des  solutions  des  problèmes 
élémentaires,  comme  nous  allons  le  voir.  Mais,  aupara- 
vant, je  dois  faire  remarquer  que,  en  proposant  cette 
suppression,  je  ne  fais  qu'introduire  dans  les  cléments 
un  procédé  en  usage  dans  les  applications. 

Lorsque,  par  exemple,  un  charpentier  veut  établir  le 
limon  d'un  escalier  en  bois,  il  représente  la  projection 
de  ce  limon  sur  une  aire  horizontale;  puis,  pour  étudier 
l'assemblage  qui  relie  deux  parties  de  ce  limon,  il  emploie 
une  projection  verticale  qu'il  trace  aussi  sur  le  sol.  Il  y 
a  ainsi  une  projection  verticale  pour  chacun  des  assem- 
blages et  foutes  ces  projections  verticales  sont  dessinées 
sans  tenir  compte  des  hauteurs  auxquelles  se  trouvent 
les  assemblages  représentés. 

Si  le  charpentier  avait  cherché  les  projections  verti- 
cales des  assemblages  en  supposant  les  plans  verticaux 
rabattus  après  avoir  tourné  autour  de  leurs  traces  sur  le 
sol,  il  aurait  obtenu  des  projections  de  plus  en  plus 
.  éloignées  de  la  projection  horizontale  à  mesure  qu'il  se 
serait  occupé  des  assemblages  plus  élevés.  Cette  pratique 
aurait  nécessité  une  très  grande  aire  pour  l'épure  et 
aurait  donné  lieu  à  de  longues  lignes  à  tracer. 

Ainsi,  et  je  le  répète  encore,  en  proposant  de  suppri- 
mer la  ligne  de  terre  sur  les  épures,  je  demande  simple- 
ment qu'on  emploie  dans  les  éléments  le  procédé  qui  est 
en  usage  dans  les  applications,  procédé  qui  a,  en  outre, 
l'avantage  de  faire  disparaître  les  difficultés  concernant 
la  ponctuation  des  lignes  supposées  cachées  par  les  plans 
de  projection. 

PROBLÈMES    DESCRIPTIFS. 

L'illustre  Poncelet  a  partagé  les  propriétés  de  l'étendue 
en  deux  classes  :  les  propriétés  descriptives  et  les  pro- 
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priétés  métriques,  afin  de  distinguer  celles  dans  lesquelles 
interviennent  les  grandeurs  linéaires  ou  angulaires. 

La  propriété  relative  au  carré  de  l'hypoténuse  est 
une  propriété  métrique. 

Lorsque  deux  triangles  ont  leurs  sommets  sur  trois 
droites  convergentes  en  un  même  point,  leurs  cotés 
correspondants  se  coupent  en  trois  points  en  ligne  droite. 
Voilà  une  propriété  descriptive. 

Nous  emploierons  encore  les  épithètes  de  descriptifs 
et  de  métriques  pour  distinguer  deux  genres  de  problè- 
mes. 

Les  problèmes  métriques  sont  ceux  dans  lesquels 
interviennent  par  leurs  mesures,  soit  dans  la  solution, 
soit  dans  le  résultat,  les  grandeurs  linéaires  ou  angu- 
laires. Déterminer  l'angle  d'une  droite  et  d  un  plan 
est  un  problème  métrique. 

Construire  le  point  où  une  droite  rencontre  un  plan 
est  un  problème  descriptif. 

Nous  allons  traiter  certains  problèmes  descriptifs; 
mais  auparavant  disons  quelques  mots  de  la  représenta- 
tion d'une  droite  et  de  la  représentation  d'un  plan. 

Nous  n'avons  rien  a  ajouter  à  ce  qui  a  déjà  été  dit 
relativement  aux  projections  d'un  point  à  propos  de  la 
représentation  d'un  cube.  Dans  le  système  que  je  propose, 
il  n'y  a  plus  à  considérer  les  positions  diverses  d'un  point 
par  rapport  aux  plans  de  projection,  ce  qui  était  une 
première  difficulté  pour  les  élèves. 

Un  point  doit  toujours  être  supposé  au-dessus  du  plan 
horizontal  de  projection  et  en  avant  du  plan  vertical 
de  projection . 

On  appelle  une  horizontale  une  droite  parallèle  au 
plan    horizontal    de   projection,    et  droite  de    front  une 

droite  qui  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 
I  ne  droite  est  représentée  par  ses  deux  projections. 
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Elle  est  déterminée  lorsqu'on  donne  les  projections  de 
deux  de  ses  points. 

Un  plan  peut  être  donné  de  plusieurs  manières,  soit 
au  moyen  de  deux  droites  qui  se  coupent  ou  d'une  droite 
et  d'un  point,  etc. 

On  distingue  sur  un  plan  ses  horizontales  et  ses 
droites  de  front. 

On  a  appelé  traces  d'un  plan  les  droites  suivant  les- 
quelles ce  plan  rencontre  les  plans  de  projection. 

Nous  n'aurons  plus  a  chercher  de  traces  de  plan, 
puisque  nous  laissons  les  plans  de  projection  dans  une 
position  indéterminée.  Au  lieu  de  construire  des  traces 
nous  chercherons  les  horizontales  et  les  droites  de  front 
des  plans. 

Comme  on  le  fait  d'habitude,  nous  emploierons 
indifféremment  les  mots  intersection  et  trace.  Ainsi  nous 
dirons  indifféremment  la  trace  d'une  droite  sur  un  plan 
ou  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan. 

On  ne  doit  pas  oublier  ce  que  nous  avons  déjà  dit  et 
que  je  répète.  Pour  simplifier  le  langage,  en  Géométrie 
descriptive,  on  désigne  les  points  de  l'espace  en  les  indi- 
quant soit  par  une  lettre  sans  indice,  soit  par  leurs  pro- 
jections. Ainsi,  lorsque  l'on  dit  le  point  (ah,  av),  il  s'agit 
du  point  de  l'espace  dont  les  projections  sont  ah  et  av. 

Si  l'on  demande,  comme  nous  allons  le  faire,  de  déter- 
miner la  trace  d'une  droite" sur  un  plan  vertical,  il  faut 
comprendre  que  ce  dernier  membre  de  phrase  souligné 
équivaut  à  celui-ci  :  Déterminer  les  projections  de  la 
trace  d'une  droite  sur  un  plan  vertical. 

Comme  la  solution  de  ce  problème  est  la  même,  qu'il 
s'agisse  de  l'un  ou  l'autre  des  plans  de  projection,  nous 
l'énonçons  ainsi  : 

* 

Déterminer  la  trace  d'une  droite  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'un  des  plans  de  projection. 
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L     plan  étant  supposé  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal de  projection  a  pour  projection  horizontale    /  § 
la  droite    P     .  Pour  indiquer  que  cette  droite  représente 

un  plan,  nous  la  traçons  avec  des  points  et  des  traits  et 

Fij-  5. 
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nous  employons  la  notation   P/,   .  en  avant  soin  de  mettre 
une  parenthèse. 

La  droite  À  de  l'espace  est  représentée  par  ses  deux 
projections  A^.   A>.    ^Nous  avons    marqué  sur  la  \  - 
les  deux  projections  a^,  at.  d'un  point  de  cette  droite  atin 
de  donner  la  direction  des  projetantes. 

Le  plan  qui  projette  horizontalement  la  droite  A  et  le 
plan  donné  sont  deux  plans  verticaux  qui  se  coupent 
suivant  une  verticale  projetée  horizontalement  au  point 
bh  et  verticalement  suivant  la  parallèle  à  la  direction  des 
projetantes  issues  deo*-  Le  point  /\..  où  cette  droite  ren- 
contre V  .  est  la  projection  verticale  du  point  demandé, 
projections  de  la  trace  cherchée  sont  donc  b^  et 

On  détermine  de  la  même  manière  la  trace  d'une  droite 
sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  ferlical  d<*  projec- 
tion. / 
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S     eut  I)<  un  déterminant  de  degré  m.  à  éléinen* 

symétrique;  D  ce  qu  il  devient  quand  on  diminue 
d  une  indéterminée  S  les  éléments  de  Ja  diagonale  prin- 
cipale. 

L  équation  D  =  o  est  en  S  de  degré  m. 

Si  I1  est  le  riminant  dune  fonction  quadratique 
r  i  de  ni  lettres,  D  est  celui  de 

=)-S       ----...-  z- 

Théorème.   —    L  équation  en   S  n'a  pas  de  ra<: 
imaginait 

ur  une  racine  a—  iz"  de  léquation  e:.  S,     i  fone- 
lécomposable  en  la  somme  des  carr- 

fonctions  linéaires  A  —  A  z.  B-}-E>  i C  —  C  i.  dont 

le  nombre  est  moindre  que  //z.  et  1  on  a 

=   A  -  \     s+    B  +  B'i)s+...+    I  '  - 
efficients  de  z  sont  identiques  :  donc 

_Surs—  r-  — ...—  s*)  =  iAA  -haBB  — ..  .- 

Il  existe  des  \  aleurs  non  toutes  nulles  et  r^ellef-  des 
variables  qui  annulent  les  polynômes  eu  nombre  moindre 

B C.  Pour  ces  valeurs.  x*-\-  y2  —  ...  —  " 

pas  nul    II  faut  donc  que  3  soit  nul.  c.  q.  f.  d. 
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On  a  supposé  a,  [3,  A,  B,  C,  A',  IV,  . . . ,  C  réels  (  '). 

Une  démonstration  analogue  montre  que  le  discrimi- 
nant de/Y.r,  y^  .  ;.;«)  —  Syi(jc,  j-,  .  .  . ,  3)  ne  s'annule 
que  pour  des  valeurs  réelles  de  S,  pourvu  que  /et  f\ 
soient  à  coefficients  réels,  et  que  l'un  des  deux  soit  dé- 
composable  en  autant  de  carrés  indépendants  et  tous  po- 
sitifs qu'il  y  a  de  variables. 

Condition  pou/'  que  L'équation  en  S  ait  une  racine 
double.  —  La  dérivée  D7  de  D,  prise  par  rapport  a  S,  est 
la  somme,  changée  de  signe,  des  mineurs  symétriques  de 
degré  m  —  1  que  l'on  peut  former  dans  D;  on  le  voit  en 
traitant  D  comme  une  fonction  composée  de  m  fonctions 
qui  sont  les  éléments  de  la  diagonale  principale. 

Pour  arriver  aux  caractères  d'une  racine  double, 
j'emploierai  les  propriétés  suivantes  des  déterminants  : 

Soient  I)  un  déterminant;  A  le  déterminant  adjoint, 
qui  s'en  déduit  en  substituant  dans  Dn  à  chaque  élé- 
ment, son  coefficient  dans  le  développement  de  D. 

Si  D  est  symétrique,  A  l'est  aussi. 

Si  D  est  nul,  les  éléments  d'une  même  ligne  de  A  sont 
un  système  de  solutions  pour  les  équations  linéaires  dont 
le  déterminant  est  D. 

Si  I)  est  nul,  tous  les  mineurs  du  second  degré  de  A 
sont  nuls. 

Pour  le  démontrer,  je  considère  les  ///  équations 
linéaires  dont  le  déterminant  est  I),  supposé  nul. 

Le  mineur  principal  est,  ou  de  degré  inférieur  km —  r, 
<•!  alors  tous  les  éléments  <le  A  sont  nuls,  ou  de  degré 
m  —  1 .  Dans  ce  cas,  une  seule  inconnue  peut  être  choisie 


(')  J'ai  introduit  dans   mon   enseignemenl    nne  démonstratif 
ce    genre,   pour    l'équation   en    S    ordinaire,   avant    le?  examens   de 
1881.  XN 
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arbitrairement;  deux  systèmes  de  solutions  sont  com- 
posés de  valeurs  proportionnelles,  et  il  en  est  ainsi  pour 
deux  lignes  do  A.  c.  q.  f.  d. 

Je  suppose  maintenant  D  symétrique  et  à  éléments 
réels. 

Si  D  est  nul,  les  éléments  non  nuls  de  In  diagonale 
principale  sont  de  même  signe  dans  A. 

En  effet,  si  j'appelle  (r,  s)  l'élément  de  A  qui  appar- 
tient à  la  rieme  ligne  et  à  la  slcme  colonne,  on  a,  par  l'é- 
noncé précédent, 

(2)  (/•,/■)  (s,  s)  —  (/■,.ç)2  =  0; 

donc  (/',  /*)  et  (.s,  s)  sont  de  même  signe,  si  aucun  d'eux 
n'est  nul. 

Si  D  est  nul,  ainsi  que  la  somme  des  mineurs  symé- 
triques de  degré  m  —  1  dans  I),  tous  les  mineurs  de 
degré  m  —  1  sont  nuls  dans  D. 

Les  mineurs  symétriques  sont  nuls;  car,  si  certains  ne 
l'étaient  pas,  comme  ils  sont  des  éléments  (V,  7)  de  l'ad- 
joint A,  ils  seraient  de  même  signe,  et  leur  somme  non 
nulle. 

Les  mineurs  non  symétriques  de  degré  m  —  1  sont 
nuls,  car  chacun  deux  est  un  élément  (r,  s)  de  l'adjoint, 
et,  par  ce  qui  précède,  l'égalité  (2)  devient  (/*vç)  —  o. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
nombre  soit  racine  multiple  de  V équation  en  S  est  que 
ce  nombre  annule  D  et  tous  ses  mineurs  de  degré 
///  —  1 . 

La  condition  est  suffisante,  car  une  telle  valeur  an- 
nule D  et  D'. 

La  condition   est  nécessaire,  car  si  S  annule  T)  et  D', 
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pour  cette  valeur  qui  est  réelle,  le  déterminant  symé- 
trique D  et  la  somme  D'  des  mineurs  symétriques  de 
degré  m —  i  étant  nuls,  tous  les  éléments  de  l'adjoint 
sont  nuls.  c.  q.  f.  d. 

Pour  trouver  les  caractères  d'une  racine  multiple 
d'ordre  donné  dans  l'équation  en  S,  j'emploierai  les  con- 
sidérations suivantes. 

Étant  données  p  fonction  s  linéaires,  homogènes  et  indé- 
pendantes, j'appelle  groupe  de  variables  principales un 
groupe  de  p  variables  dont  les  coefficients,  dans  ces  fonc- 
tions, forment  un  déterminant  non  nul.  Il  peut  y  avoir 
plusieurs  groupes  de  variables  principales. 

Théorème.  —  S'il  existe  deux  groupes  de  variables 
principales  présentant  respectivement  À  lettres  non 
communes,  il  en  existe  d'autres,  dont  on  formera  l'un 
en  remplaçant,  dans  le  premier,  r  lettres  non  com- 
munes, arbitrairement  choisies,  par  r  lettres  convena- 
blement choisies  dans  le  second  groupe,  parmi  les 
lettres  non  communes  (A  ^>  i). 

Je  le  démontre  d'abord  pour  /•  égal  à  i . 

Soient  (x,  y,  ...,  s,  u,  ...,  r),  (x\j  ' z',  it,  ...,  v 

les  deux  groupes  donnés.  J'ordonne  le  déterminant  du 
premier  groupe  suivant  les  cléments  de  la  première  co- 
lonne :  les  coefficients  du  développement  ne  sont  pas 
tous  nuls.  Dans  ce  développement,  je  substitue  aux  élé- 
ments de  la  première  colonne,  successivement,  les  coef- 
ficients pris  dans  les  p  fonctions  de  //.  puis  dv*  lettres 
communes  jusqu'à  v\  il  est  clair  (pie  les  résultats  sonl 

nuls,    .le  substitue   de  même    les    coefficients    des    lettres 

x' .-'.  Si  tous  ces  résultats  étaient  nuls,  il  y  aurait 

une  relation  linéaire  à  coefficients  non  tous  nuls,  entre 
les  coefficients  pris  dans  les  p  fonctions,  des  lettres  du 
second  groupe,  ce  qui  esl  contraire  à  I  hypothèse.  Donc 
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l'un  des  résultats  est  non  nul:  je  suppose  que  ce  soit  le 
premier  :  ce  résultat  est  le  déterminant  du  groupe 

{x\  y,  .  ../s,  u,  ....,  v), 

cpii  est  donc  principal.  c.  q.  f.  d. 

Opérant  sur  y  comme  on  a  fait  sur  x,  on  passe  de  ce 
dernier  à  un  groupe  nouveau  (x;, y\  .  .  .,  z,  u,  .  . .,  *>), 
et  ainsi  de  suite. 

Dans  l'ordre  où  l'on  obtient  ces  groupes,  deux  consé- 
cutifs ont  p  —  i  lettres  communes;  les  groupes  extrêmes 
sont  les  groupes  donnés. 

Si  une  fonction  quadratique  réelle  de  ni  variables 
est  décomposab le  en  p  carrés  indépendants ,  les  mi- 
neurs non  nuls,  symétriques,  de  degré  p,  du  discrimi- 
nant de  la  fonction,  sont  tous  de  même  signe. 

Un  mineur  symétrique  de  degré  p  du  discriminant 
est  le  discriminant  de  la  fonction  où  l'on  annule  toutes 
les  variables,  sauf  p  d'entre  elles.  Un  tel  discriminant 
partiel  n'est  non  nul  que  si  ces  p  variables  sont  des  va- 
riables principales  dans  les  p  carrés.  Les  discriminants 
partiels  répondant  à  deux  groupes  principaux  qui  dif- 
fèrent par  une  seule  lettre  sont  de  même  signe,  comme 
étant  mineurs  symétriques  de  degré  p  d'un  détermi- 
nant symétrique,  nul,  de  degré  p  -f-  i . 

Deux  discriminants  partiels  répondant  à  deux  groupes 
principaux  qui  présentent  p  —  A"  lettres  communes  sont 
les  termes  extrêmes  d'une  suite  de  k  -f- 1  discriminants 
partiels,  correspondant  aux  groupes  principaux  donnés 
et  aux  groupes  intermédiaires  de  variables  principales, 
dont  on  a  démontré  l'existence.  Deux  discriminants  par- 
tiels consécutifs  sont  de  même  signe  dans  cette  suite*, 
donc  aussi  les  extrêmes  sont  de  même  signe,      c.  q.  f.  d. 

Si  tous  les  mineurs  symétriques  du  discriminant,  de 
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degré  supérieur  à  p,  sont  nuls,  les  mineurs  non  symé- 
triques sont  aussi  nuls  jusqu'à  ce  degré. 

Pour  le  prouver,  je  démontre  que,  si  un  mineur  non 
symétrique  de  degré  p  est  non  nul,  un  mineur  symé- 
trique de  degré  égal  ou  supérieur  à  p  est  non  nul . 

En  effet,  si  un  mineur  non  symétrique  de  degré  p  est 
non  nul,  la  fonction  est  décomposable  en  un  nombre  de 
carrés  indépendants,  égal  ou  supérieur  à  p,  et  un  discri- 
minant partiel  de  degré  égal  ou  supérieur  à  p  est  diffé- 
rent de  zéro.  c.  q.  f.  d. 

Si  une  fonction  quadratique  est  décomposée  en  p 
carrés  indépendants,  la  somme  des  discriminants  par- 
tiels de  degré  p  est  non  nulle. 

En  effet,  l'un  au  moins  de  ces  discriminants  n'est  pas 
nul;  d'ailleurs  ceux  qui  sont  non  nuls  sont  de  même 
signe  :  donc  leur  somme  est  différente  de  zéro. 

Si  D  est  le  discriminant  d'une  fonction  quadratique 
de  degré  m,  ^m_p  la  somme  des  discriminants  partiels 
de  degré  ni  — p,  et  que  l'on  ait  D  ==  o,  ^m-\  =  o, .  ,  . . 
2m-p+\  =  o,  Hm_p  7^0,  la  fonction  est  décomposable 
en  m — p  carrés  indépendants. 

En  effet,  si  le  nombre  des  carrés  était  supérieur,  et 
égal  à  m  —  p  -f-  1 ,  par  exemple,  -„,  /)+)  ne  serait  pas 
nul,  et  si  le  nombre  des  carrés  était  moindre,  -,„  p  serait 
nul. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu  un 
nombre  soif  racine  multiple  d'ordre  />  de  C  équation 
en  S  est  que  ce  nombre  annule  1)  et  tousses  mineurs  de 

degré  supérieur  à  m  —  p . 

Eu  effet,  la  dérivée  d'ordre  />  de  I)  es! 
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1,,,  p  étant  la  somme  des  mineurs  symétriques  de  de- 
gré m  —  p.  Pour  qu'un  nombre  annule  la  fonction  D 
et  ses  p — i  premières  dérivées,  il  faut  que  ce  nombre 
annule  D,  Sw_4,  Sw_2,  .  .  . ,  STO_/>+1  et  non  Sm_p5  dès 
lors  il  annule  tous  les  mineurs  de  D  jusqu'au  degré 
m — />  -h  i  inclusivement.  c.  Q.  F.  n. 

Pour  cette  valeur 

(i)  f(œ,y,  ...^)_S(^-ï-y2-K..-^2) 

est  décomposable  en  m —  p  carrés  indépendants. 

Deux  racines  distinctes  de  l  équation  en  S  donnent 
pour  la  fonction  (i)  des  décompositions  d' espèce  diffé- 
rente. 

Nous  dirons,  d'après  M.  Hermite,  que  deux  décompo- 
sitions sont  de  même  espèce  quand  les  carrés  positifs  y 
sont  en  même  nombre,  et  aussi  les  carrés  négatifs. 

Je  désigne  par  Srune  racine  de  l'équation  en  S,  par  Pr, 
Nr  les  sommes  des  carrés  positifs  et  négatifs  de  la  décom- 
position correspondante,  par/?r,  7zrles  nombres  respectifs 
de  ces  carrés,  par  kr  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  : 
on  a,  par  le  théorème  qui  précède, 

(3)  pr-\-nr=zm'—kr. 

Soient  S  t,S2,.  .  •  ,S„  les  racines  distinctes  de  l'équation 
en  S,  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  On  a 

/(*,  y,...,  z)  -  S,.(^2-b  j2-f- .  .  .  +  z*)  =  P,.-  N,., 
f(œty,  .  .  .,z)  -S,.+1(^-h/2-t-.  .  .  +  **)  =  P^-N^; 

d'où,  par  soustraction, 

( S,.41  -  S,.)  (^  H-/2  H- .  •  •  4-  z2 )  =  P, -4-  N,.+1-  PJM_,  -  N,.. 

Comme  il  y  a  m  carrés  positifs  dans  le  premier  membre, 
il  faut 

(4)  />r+nr+1=i/»-i-B) 


(  4o8  ) 
a  étant  ou  positif,  ou  nul;  je  retranche   (3)  et    (4),  il 
vient 

(5)  «r+i-  nr=a-+-  kr; 

donc  les  nombres  nf9  rc2,. ... ,  nn  .  .  . ,  nv  vont  en  croissant 
et  les  décompositions  sont  d'espèces  différentes. 

Le  nombre  des  carrés  négatifs  d'une  décomposi- 
tion Sr  est  égal  au  nombre  des  racines  inférieures 
à  Sr'-,  c  est-à-dire  que  l'on  a 

nr—  h  H-  kt  H- . . .  -+-  kr-t. 

En  effet,  ajoutons  les  formules  analogues  à  (5),  il  vient 

nv —  n{  =  kx  -h  k2-\- . . .+  £„_f  -h  A, 

A  étant  ou  positif  ou  nul;  d'ailleurs  on  a 

#ï  —  /.<,=  nv-h  pv, 
k\ ■+■  kt-h . . . -h  /ft,  =  />*. 

J'ajoute  ces  trois  dernières  égalités,  il  vient 

—  nx—p9-¥  A; 

d'où  /î,  ,  pi,  et  A  sont  nuls,  puisqu'aucun  n'est  négatif,  et 
les  a  sont  nuls  dans  les  équations  (5). 

En  résumé,  une  racine  de  l'équation  en  S  donne  au- 
tant de  carrés  négatifs  qu'il  y  a  de  racines  moindres, 
chaque  racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité. 

Les  nombres  des  carrés  positifs  et  négatifs,  ajoutés  au 

degré  de  multiplicité  de  la  racine,  donnent  le  noinbredes 
variables.  La  pins  petite  racine  ne  donne  que  des 
carrés  positifs,  la  pins  grande  que  des  carrés  négatifs 
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Nombre  des  carrés  positifs  ou  négatifs  de  la  dé- 
composition de  f(x,y,  .  • .,  z). 

Je  trai  te/ (.r,j,  .  .  . ,  z)  comme  une  fonction  dépendant 
de  m  -}-  i  variables  x,y,  .  .  . ,  s,  t  \  et  je  forme  l'équation 
en  S  qui  est  de  degré  m-f-i.  L'équation  est  la  même 
que  celle  du  m""'e  degré  obtenue  en  traitant  y  comme 
fonction  de  m  variables,  sauf  introduction  du  facteur — S. 
La  racine  zéro  ainsi  introduite  donne  pour 

f(.r.r,  .  .  .  ,z)  -  S(^2  +  j*  +  .  .  .  +  s2  +  f2), 

c'est-à-dire  pour  f(x,y,  .  .  . ,  2),  une  décomposition  en 
carrés  indépendants  dont  autant  sont  négatifs  qu'il  y  a 
de  racines  négatives,  autant  sont  positifs  qu'il  y  a  de 
racines  positives. 

Nombre  des  carrés  positifs  on  négatifs  de  la  décom- 
position de 

(6)  /(^y,  ...,;) -S(^+r2  +  ...+-^). 

L'équation  en  S  de  cette  nouvelle  fonction  admet  pour 
racines  les  déterminations  de  S  —  S,  quand  on  remplace 
dans  cette  différence  S  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion en  S  de  la  fonction^  car,  si  pour /l'équation  en  S 
est  <p(S)  =  o,  pour  (6)  elle  est  cp  (S -f- S)  =  0;  dans  la 
décomposition  de  (6)  il  y  a  donc  autant  de  carrés  positifs 
que  de  racines  supérieures  a  S  dans  l'équation  ^>(S),  et 
autant  de  carrés  négatifs  qu'il  y  a  de  racines  moindres. 

Cet  énoncé  comprend  tous  les  précédents.  Reste  à 
déduire  de  l'équation  en  S  la  substitution  linéaire  or- 
thogonale qui  ramène  la  fonction  quadratique  à  la  forme 
canonique.  i^A  suivre.) 
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CONCOURS  D'ADMSSIOX  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

Ei\  188  h 

Par  M.  H.  LEZ. 


1.  On  donne  un  cône  de  révolution,  dont,  la  généra- 
trice SA  fait  avec  l'axe  SO  un  angle  [3,  et  une  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  a  et  b: 

i°  Démontrer  que  l  ellipse  peut  toujours  être  obtenue 
en  coupant  le  cône  par  un  plan  convenablement  déter- 
miné', 

i°  Si  AB  est  la  trace  du  plan  sécant  sur  le.  plan  méri- 
dien ASB  qui   lui  est  perpendiculaire ,   démontrer  la 

relation  SA.SB  =  — — 777 ; 
sin-p' 

3°  Calculer  en  fonction   des  données   a,   b,    3,  par 

des  formules  logarithmiques,  ï angle  SAB,  la  portion  SA 

de  la  génératrice,  ainsi  que  l'aire  du  triangle  SAB. 

Dans  un  cône  droit  circulaire,  la  section  faite  par  un 
plan  oblique,  qui  rencontre  toutes  les  génératrices,  est 
une  ellipse. 

En  effet,  les  sphères  ayant  mêmes  centres  et  mêmes 
rayons  que  les  cercles  inscrit  et  exinscrit  au  triangle  SAB 
touchent  le  plan  sécant  AB  en  deux  points  F.  I  égale- 
ment distants  du  milieu  de  la  droite  AI):  de  plus,  la 
somme  des  distances  d'un  point  quelconque  P  de  la 
tion   aux   deux    points   F,    F'   est    eonsl animent    égale  a 

YIM'  =  AB=aa. 

i°  Mena  ni  BD  perpendiculaire  à  l'axe  SO,  on  voit  que 
l'angle  \l)H  =  9o°  —  rp  et  que 

\[>  -  \M       !>\[       (fl  +  c) 
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Or,   le  triangle  DAI5  sera  possible,  si  AB^>AH,  ou 
rt^>ccosjii,  condition  remplie  par  une  ellipse*,  on  peut 


donc    toujours   placer  une   ellipse  donnée  sur  un  cône 
donné. 

2°  Le  triangle  DAB  fournit  l'égalité 

ÂB2r=ÂD2  +  DB2  —  2AD.DBsinp; 
si  l'on  fait  DB  —  2f/,  on  a 

cl-  —  2  c<^sin  f>  =  a-  —  c2, 


vl 


Par  suite 


dr=.c  sin  (3  zh  y  a1  —  c-  cos-  $. 


DS=:SB 


\/a-  —  c-  cos-  fi  4-  c  sin  ? 


sin  [3 


d'où 


AS  =  DS  — 2C  = 


SB.S\ 


y/«2  —  c-  cos-  (3  —  c  sin  [3 
si ii  (j 


<7- 


62 


sin- 3  sin-? 

3°  Le  triangle  DAB  donne  aussi 
2  a 


^in  (900  —  fl  )         sin  ?{ 


2  c        .,            .             ccos[3 
0  on      sin  ta  — 


fl 
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Connaissant  les  angles  ADB  =  90° —  Ji,  ABJ)  =  cp,  011 
obtient  facilement  les  angles  DAB,  SAB. 

Quant  à  la  surface  du  triangle  SAB,  elle  est  égale  à 
SA.SB.sin2?_       b- 


1  tan  g  3 


Reste  maintenant  à  rendre  l'expression  de  AS  calcu- 
lable par  logarithmes. 
Pour  cela,  écrivant 


\j'ar  —  c-  cos-  fi  =  a  4  /  r cos-  3 


—  a\  1  —  iin-o  =  «coscp 

on  a 

.„        «coscs  —  c  sin  3  a    (  sin  o  sin  3 

AS  = ^— =  -r— «    coso 


sin  p  sin  [3  y  cos[i 

_  a  cos(cp  -(-  p) 
sin  (3.  cos  (3 

On  trouverait  de  même 

OL>        a  cos  (9  — 3) 

OD  =   : — : : —   • 

sin  p  cos  p 
2.    Résoudre  V équation 


sjmx  -h  «  -h  v 'a;  +i  =  c, 

/es  lettres  a^  Z>,  c,  /;*  désignant  des  nombres  donnes  dont 
le  dernier  est  supérieur  ou  au  moins  égala  l'unité. 

Condition  de  réalité  des  racines.  Limites  de  e.  — 
En  faisant  disparaître  les  radicaux  dans  l'une  des  deux 
égalités 


\/nu:  -\- a  -+-  sjx  -+-  b-=c,     \  mx  -\-a  —  i/d?  -t-  b  =  c, 
on  obtient  le  même  résultai 

1 ///        11-./-         >ii        mu1.!     -    ){b  —  (/)[/n  —  1  Vr 

=  c*(aa   •    16      c1)      (a      M2. 
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Les  racines  de  cette  équation  du  second  degré  sont 


_  c- ( ï  -i-  m )  4-  (b  —  a) (m  —  i )  =b  i c sjehn  —  (a  —  bm ) ( m  —  1  ) 

(m  —  1)2 

elles  restent  réelles  si  c2niy  (a  —  /wz  )  (///.  —  1  ),  condition 
assurément  remplie  quand  c2  >  {a  —  bm),  et  toujours  si 
bm^.  a,  m  étant  plus  grand  que  1.  Lorsque  nz=£=i,  le 
premier  et  le    troisième    terme    de    l'équation    réduite 

(c2  +  b  —  a)-  —  ^bc* 


disparaissent,  et  l'on  a  x  = 


4  c2 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIKE  (CONCOURS  DE  1882). 


Composition  de  Mathématiques  [trois  heures). 

1 .  Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  /•  et  un  point  A 
dans  son  plan,  à  une  distance  cl  du  centre,  on  suppose 
menée  par  le  point  A  une  sécante  telle  que  la  somme  des 
carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  et  les  points 
d'intersection  avec  la  circonférence  soit  égale  à  un  carré 
donné  jji2. 

Démontrer  que,  si  a  désigne  l'angle  que  la  sécante  fait 
avec  le  diamètre  passant  par  le  point  A,  on  aura  la  for- 
mule 

.   ,  iri1  —  •>.  r- 

(\)  cos2a  =  . =- 

ici1 

Discussion.  —  Limites  de  m,  quand  on  fait  varier  a, 
le  point  A  étant  supposé  à  l'intérieur  du  cercle. 

2.  Calcul  logarithmique.  —  La  formule  (1)  étant 
admise,    calculer    l'angle   a  à   o",l  près,  eu   supposant  : 

i°  La  distance  d égale  au  plus  grand  segment  du  rayon 
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divisé    en   moyenne    et    extrême  raison,   et  m  égal   au 
double  de  la  moyenne  proportionnelle  entre  r  et  d  -, 


°  d  =  $r     et     ni  =:  (Jv 


2."  a  =^r     et     m  =  ayo. 


3.  On  connait,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  &,  c, 
et  l'on  sait  que  ce  triangle  est  équivalent  au  triangle 
équilatéral  construit  sur  le  troisième  côté  a.  Calculer  ce 
côté  a  et  l'angle  A. 

(On  établira  les  deux  équations  propres  «à  déterminer 
chaque  inconnue  indépendamment  de  l'autre,  et  l'on 
montrera  la  concordance  des  résultats  que  fournit  leur 
discussion.  ) 

/.'pure  (deux  heures  et  demie). 

La  base  ABC  d'une  pyramide  SABC  est  parallèle  au 
plan  horizontal  de  projection,  au-dessus  de  ce  plan  et  à 
une  distance  de  o"\o24.  Le  côté  BC,  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  égale  o,n,  1 13  et  est  éloigné  du  plan  vertical,  en 
avant,  de  o,n,oi5  ;  les  côtés  AC  et  AB  valent  respective  - 
mentom,  ioi  et  om,o~6.  Le  triangle  SAC  estisoscèle,  les 
angles  égaux  SACetSCA  valent  chacun  6  2°,  enfin  l'arête 
SB  «'gale  o'",  112.  On  demande  : 

i  °  De  construire  les  projections  de  la  pyramide  \ 

2°  De  déterminer  les  projections  du  centre  Ode  la 
sphère  circonscrite  à  la  pyramide; 

3°  De  déterminer  les  projections  et  la  vraie  grandeur 
de  la  section  que  lait  dans  la  pyramide  le  plan  mené  par 
le  point  O  parallèlement   aux  deux  arêtes  opposées    \< 
el  SB. 
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COUltliSPOXDAME. 


1 .  Extrait  d'une  Lettre  de  M .  A.  Causse,  professeur 
nu  lycée  d'Angers.  —  ce.  .  O  et  0'  étant  les  centres 
des  cercles  inscrit  et  exinscrit  d'un  triangle  ABC,  on 
a  la  relation 

AB  xACnAO  xAO', 

par  une  simple  similitude  de  deux  triangles.  » 

2.  Nous  avons  reçu  de  M.  J.  Thomas,  maréchal  des 
logis  d'artillerie  de  marine  à  Saigon,  une  solution  bien 
exacte  de  la  question  i358  déjà  résolue  (2e  série,  t.  XX, 
p.  379.) 
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Tables  on  the  generating  functions  and  groundforms  of  the 
binary  duodecimic,  with  some  gênerais  remarks,  and  Tables 
of  the  irreducible  syzygies  of  certain  quantics;  by  /.-/.  Syl- 
vester. 

A  démonstration  of  the  impossibility  of  the  binary  octavic 
possessing  any  groundform  of  deg-order  10.  4î  by  J.-J.  Syl- 
vester. 

Of  the  logic  of  number;  by  C.-S.  Peirce. 

On  the  remainderof  Laplace's  séries  ;  by  Emory  Me.  Clintock. 

Number  2.  —  Contents  :  Linear  associative  Algebra:  by  the 
late  Benjamin  Peirce.  With  Notes  and  additions;  by  C.-S. 
Peirce,  son  of  the  autor. 

Number  3.  —  Contents  :  Linear  associative  Algebra;  by  the 
late  Benjamin  Peirce.  With  Notes  and  additions  b\  C.-S. 
Peirce,  son  of  the  author  (conclusion). 

On  Tchebycheff's  theory  of  the  totality  of  the  prime  numbers 
comprised  within  given  limits;  by  J.-J.  Sylvester. 

Spécimen  of  a  literal  Table  for  binary  quantics,  otherwise  a 
partition  table;  by  Arthur  Cayley. 

Note  on  Hansen's  gênerai  formula?  for  perturbations:  h\   (>.- 

w.  mu. 

On  the  solution  of  a  certain  classe  of  différence  or  differen- 
tial  équations;  by  /.-/.  Sylvester. 

On  the  analytical  forms  calledtrees;  by  Arthur  Cayley. 
Notes:  \.  On  symbols  of  opération;  l>\  M.    W.  Crofton. 

II.  On  segments  made  on  tines  by  curves;   1>\    Miss. 
Christine  Ladrf. 

III.  On  the  mu  II  iplication  of  the  (n  —  i  Vh  power  of  a 
symmetric  déterminant  of  the  border  by  the  second  power 
ol;in\  déterminant  of  the  same  order;  b\   Thomas  Muir. 

I\.  (  >n  Newton's  method  of  approximation;  b\  F. 
Frank  lin. 

Simple  and  uniform  method  of  obtaining  Taylor'Sj  Cayley  s 
and  Lagrange's  séries;  bj  ./.-('.  Glashan. 
Forme  of  Rolle'a  theorem;  l>\  J.-C.  Glashan, 
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eni,  socio  ordinariodeH'  Accademia  pontificia  de'Ntio- 

vi  Lincei,  socio  corrispondentc  dell' Accademia  dclle 
Scienze  dell'  Istituto  di  Bologna,  délie  R.  Accademie 
délie  Scienze  di  Torino,  e  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti 
di  Modena,  e  socio  ordinario  délia  R.  Accademia  délie 
Scienze  di  Berlino. 


TomoXJII,  1880. 

Ci:waio-Febbraio.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica 
dcl  P.  D.  Smeraldo  Borghetti  Lucche.se.  Canonico  regolare 
délia  Congregazione  del  SS.  Salvatore.  —  B.  Boncompagni. 

Marzo.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  Canonico  regolare  délia  Gon- 
gregazione del  SS.  Salvatore  (continuazione).  —  B.  Boncom- 
pagni* 

Aprile.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  Canonico  regolare  délia  Gon- 
gregazione del  SS.  Salvatore  (continuazione).  —  B.  Boncom- 
pagni. 

Maggio.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  Canonico  regolare  délia  Gon- 
gregazione del  SS.  Salvatore  (continuazione).  —  B.  Boncom- 
pagn  i. 

Giugno.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  Canonico  regolare  délia  Gon- 
gregazione del  SS.  Salvatore  (fine).  —  B.  Boncompagni. 

Notizie  di  Libri  relativi  aile  Matematiche,  posseduti  dalla 
Biblioteca  Alessandrina,  e  non  citati  dal  Conte  Giovanni 
Maria  Mazzuchelli  nella  parte  stampata  délia  sua  Opéra  inti- 
tolata  Gli  scrittori  d'Italia,  ecc.  —  E.  Narducci. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Luglio.  —  Notice  sur  les  Tables  astronomiques  attribuées  à 
Pierre  III  d'Aragon;  par  Maurice  Steinschneider.  —  Sup- 
plément au  travail  intitulé  Recherches  sur  les  manuscrits  de 
Pierre  de  Fermât,  suivies  de  fragments  inédits  de  Bâche t 
et  de  Malebranche  ;  par  C.  Henry. 

Agosto.  —  Muovo  documento  relativo  alla  invenzione  dei 
eannocchiali  binocoli,  con  illustrazioni,  del  prof.  Gilberto  Govi. 

Ami.  de  Mathèmat.,  3*  série,  t.  T.  (Septembre  1882.)  27 
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1  precursori  inglesi  del  Newton.  Traduzione  dall'  inglese 
del  prof.  Antonio  Favaro. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Septembre.  —  Notice  sur  Nicolas  Chuquet,  et  son  «Triparty 
en  la  science  des  nombres  ».  —  Aristide  Marre. 

Le  Triparty  en  la  science  des  nombres;  par  Maistre  Nicolas 
Chuquet,  Parisien  ;  d'après  le  manuscrit  Fonds  français, 
n"  1 346,  de  la  Bibliothèque  de  Paris. 

Ottobre.  —  Le  Triparty  en  la  science  des  nombres;  par 
Maistre  Nicolas  Chuquet,  Parisien  ;  d'après  le  manuscrit  Fonds 
français,  n°  i3i6,  de  la  Bibliothèque  de  Paris  <  continuazione.  ) 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Novembre.  —  Le  Triparty  en  la  science  des  nombres,  par 
Maistre  Nicolas  Chuquet,  Parisien:  d'après  le  manuscrit 
Fonds  français,  q°  1  >  j6.  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris 
(continuazione.  | 

DicEMBRE.    —   Le  Triparty    en   la  science   des  nombres,  par 

Maistre  Nicolas  Chuquet,  Parisien;  d'après  le  manuscrit  Fonds 

français,  n°i346,  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  (  Fine  l. 

Michèle  Chasles.  —  B.  Boncompagni. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

3.  Mathesis,  recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles 
spéciales  et  des  établissements  d'instruction  moyenne  : 
publié  par  P.  Mansion,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale 
des  sciences,  professeur  à  l'Université  de  Gand;  et  par 
J.Neuberg,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  des  Sciences, 
professeur  à  l'Athénée  royal  et  à  l'Ecole  des  Mines  de 
Liège. 

Le  journal  paraîtra,,  vers  le  10  de  chaque  mois,  par 
livraison  d'une  feuille  au  moins,  16  pages  grand  in-8°. 
Prix  de  l'abonnement  (frais  tic  recouvrement  compris). 
Pour  la  Belgique,   7''',  .h>;  pour  l'étranger,  glr. 

On  s'abonne  à  la  librairie  générale  de  Ad.  Hoste, 
rue  dos  Champs,  n°  \\.  (  iand. 

Les  articles  des  l  înés  à  la  Vlathesis  don  enl  être  adressés, 
franede  port,  à  M.  P.   Mansion,  quai  dos  Dominicains, 
Gand}  ou  a  M.  Neuberg,  rue  <le  Selessin,  n°6,  à  Liège. 
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4.  Tirages  a  part.  —  Sopra  la  proiezione  cartogra- 
fica  isogonica.  Nota  del  Prof.  Matteo  Fiorini  (estratta 
dalla  série  IV,  tomo  III,  délie  Memorie  delU jlccademia 
délie  Scienze  dell  Istituto  di  Bologna,  e  lettanella  ses- 
sione  4«  maggio  1882.  —  Bologna,  tipograiia  Gambe- 
rini  e  Parmeggiani,  1882. 

Sui  sisl.emi  variai  i  diforze.  Nota  del  S.  G.  Prof.  C. 
Bardellij  letta  nell'adunanza  del  9  marzo  1882,  al  R. 
Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Lettere.  —  Milano,  tip. 
Bernardoni  di  C.  Rebescliini  e  Cia.  1882. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1322 

(voir  2*  série,  t.  XVIII,  p.  383)  ; 

Par  M.  H.-J.  KRANTZ,  à  Bréda. 

Démontrer  que\J5  est  la  limite  du  rapport  des  deux 
séries 
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72 
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i 
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i44 

(Edouard  Lucas 

•) 

Eu  désignant,  d'une  manière  générale,  par  Y^  et  \]x 
les  dénominateurs  des  termes  des  deux  séries,  on  a, 
entre  les  dénominateurs  de  trois  termes  successifs,  les  re- 
lations 

Ua-H-a  —  3  Uan-,  -f-  Ux  —  o. 


On  y  satisfait  par 
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ce* 


CL 


«7' 

<7  et  -  étant  les  racines  de  l'équation 
(1)  p*  —  3/>  + 1  '=  o. 

Les  constantes  sont  déterminées  parles  conditions 

C                   L/9                         n         ,            tij 
|fl  +  —  =i,     C,a2H ;  — 3. 

«  a- 

C  (  Y 

G. a  H —  =  1 ,      (7  a-  ~ -f  =  3  : 

r/  a2 


d'où,  en  observant  que  a-\ —  =3, 

1  a 

(  ],  1 


C.=: 


a 


c;=.  -c; 


1 

î/5' 


Donc  le  terme  général  T.r  de  la  première  série  devient 

*-~  (a^  +  i)*' 

et  le  terme  de  la  seconde  série,  suivant  que  x  est  un 
nombre  impair  ou  pair, 

T" h  ^f-S   ' 

*  ~     "  aix  —  1  ' 

On  a  donc,  en  désignant  par  S  et  S'  les  sommes  des 
séries  proposées, 


S  =  5  a 


a3 


>f 


1  a    -  i)*       (a»-f  1  [<r  ■,-  1  >-' 

1  >  a  3a1 


<r       i 


a*       1 


^/"      1 
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En  prenant  pour  a  la  racine  de  l'équation  (i),  qui  est 
plus  grande  que  l'unité,  on  peut  développer  tous  les 
termes  de  S'en  séries  convergentes.  De  cette  manière,  on 
trouve 

'/ 


S'  —  a  sjo 
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Maintenant,  on  peut  aisément  ajouter  tous  les  termes 
de  Sf  qui  sont  placés  dans  une  même  ligne  verticale,  et 
de  cette  manière  on  retrouve  les  termes  successifs  de  S, 
que  nous  avons  mis  entre  les  crochets. 

On  a,  par  exemple, 


I 

3 

\  -t-  - ,    - 

a6        a* 

-A, 

i 

à* 

2            3 

a?        aif> 

"  ô7»  "t 

I 


(«  +  02 


de  sorte  que  l'on  a  enfin 


»5  rp 


/Vote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et 
de  \  irieu. 
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Question  1369 

(voir   a*  série,  t.  XX,  p.  382); 

Par   M.   MORET-BLANC. 

Par  le  centre  d'un  ellipsoïde,  on  mène  trois  plans 
rectangulaires  quelconques  A,  B,  C;  si  l'on  nomme  a, 
[i,  y  les  angles  que  forment  ces  plans  avec  un  plan  dia- 
métral fixe  P;  «,  b  les  axes  de  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  P;  a^  Z>n  c,  les  demi-diamètres  de 
cette  section  dirigés  suivant  les  droites  (A,P),  (B,  P), 
(C,  P),  on  aura 

sin-a         sin28         sin2Y  i  i 


a\  b\  c\  a*       6S 

(Gewty.) 

Prenons  les  axes  de  la  section  diamétrale  P  pour  axes 
des  x  et  des  y,  et  la  perpendiculaire  à  ces  axes  menée 
par  le  centre  O  de  l'ellipsoïde  pour  axe  des  z.  L'équa- 
tion de  la  section  diamétrale  (P)  sera 

(î)  b*xl+aiy*=  <r*b\ 

Soient 

|  \  )  ///./•  -+-  n  v  h-  z  cos  y.       o, 

(B)  ///,./•       nxy  -+-  z  cosfî  —  o, 

(C)  m.y.c  4-  //.2  >    :    r  cos^       0 

es  équations  «les  trois  pians  \.  15.  C,  avec  les  relations 

///-    r  /*2    i    cos1  a       i .      ///-'      ///  j      ///  ,       l  , 
///  [   \-  n\      cos*  p      i .      //        n ,  i . 

///  ,         //  ,         COï  i  ■       COS1  ~t         '  i  . 


(  4^3  ) 
d'où 

sin-v        nr    |    //', 

sin2{3       m\   |    w}, 
sin2-/  m  m2  -+-  n\t 

résultant  de  ce  que  les  trois  plans  A,  13,  C,  ainsi  que  les 
plans  de  coordonnées,  sont  rectangulaires. 

Les  coordonnées  X\9  y.\  de  l'extrémité  du  demi-dia- 
mètre aK  sont  déterminées  par  les  deux  équations 

lrx2-±-a2f—a2b2, 
ma  -\-  n  y  =  o  ; 
on  en  tire 

a2b2n2  .  u2b2m2 


a2  m1  -+-  b-  ri2  '  a2  m*  -t-  b2  w 


X^  nimï-L-  A2„2'         J\  „2„,2_i_   A2  „2  ' 


2_      2  2 a2  62  (  /w2  H-  ra2  )  <z2£2sin2a 

«i -  =  «i  +7Ï -       a2m2+  ^2/i2       ~  a2w2+62/j2 


d'or 


ou 


sin2a        a2m2+  62ra2 


de 


même. 


a2  a*  6* 

sin2p  __  a2m2+  62/e2 

*        9  O  9  7   9  9 

s  m- y  __  a'mj-f-  b~n- 
c\     ~~  aH? 

Ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,   et  avant 
égard  aux  relations 

ni2  -+-  m  \  -+-  ml  =  i , 

il  vient 

sin2a        sin2p        sin-y        (r-\-b2         i  i 

c.    Q.    f.    n. 
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Question  1370 

(voir  2*  série,  t.  XX,  p.  383); 

Par  M.   N.    GOFFART. 

Zhie  ellipse  et  une  hyperbole  ont  mêmes  axes  AA,  et 
BBj  5  par  l'un  des  sommets  réels  A  passe  une  sé- 
cante AMM7,  et  les  tangentes  en  M  et  M'  se  rencontrent 
en  T  :  on  demande  de  construire  les  deux  courbes  con- 
naissant les  points  A,  M,  T.  (Laisant.) 

Les  courbes  données  sont  les  coniques  supplémen- 
taires de  Poncelet.  Rappelons  leurs  propriétés.  Les 
courbes  étant  rapportées  à  leurs  axes,  la  droite  AM\L 


coupe  les  courbes  en  des  points  M,  M;  dont  les  abscisses 
sont  liées  par  la  relation 


./•./ 


</-. 


En  conséquence,  si  P  et  P'  sont  les  pieds  des  or- 
données des  points  M  et  M',  il  en  résulte  que  Ml*' et  M'P 
sont  respectivement  les  tangentes  en  M  et  M'  à  l'ellipse 
et  à  L'hyperbole,  respectivement.  Le  lieu  des  points  de 
concours  T  de  ces  tangentes  est  la  tangente  commune  au 
sommet  A,;  de  même  que  la  tangente  au  sommet  V  est 
le  lieu  des  points  de  concours  de  l'une  des  tangent* 
le  la  symétrique  de  l'autre  sur  I  axe 


(  4*5  ) 

Telles  sont  les  propriétés  connues,  qu'on  vérifie  du 
reste  aisément  sur  les  équations  (*).  Il  en  résulte  que  A 
étant  milieu  de  rJvT'(,  I  et  Y  sont  respectivement  les  mi- 
lieux de  MP  et  de  M'P'.  Donc,  si  par  ces  points  on  mène 
des  parallèles  à  l'axe  AA,,  les  points  K  et  K'  seront  les 
milieux  de  AM  et  de  AM,  en  même  temps  que  les 
angles  MIK  et  M'I'K'  seront  droits.  En  résumé,  lors- 
qu'on donne  A,  T  et  M  ou  A,  T  et  M',  on  trouve  I  ou  I', 
par  l'intersection  de  AT  avec  la  circonférence  décrite 
sur  KM  ou  sur  K/M7  comme  diamètre.  Le  point  I  ou  I' 
détermine  le  point  P  ou  P',  et,  par  suite,  la  direction  AP 
ou  AP'  de  l'axe.  Le  second  sommet  A,  résulte  de  l'in- 
tersection de  cette  droite  AP  ou  AP'  avec  la  circonfé- 
rence décrite  sur  AT  comme  diamètre.  L'une  ou  l'autre 
courbe  est  donc  définie  élémentairement  par  l'axe  et 
une  tangente  avec  son  point  de  contact. 

Il  y  a,  en  général,  deux  points  I  ou  deux  solutions, 


('  )  D'après  une  proposition  bien  connue,  on  a,  en  désignant  par  >a 

MP*  b'2 

et  ib  les  axes  de  l'ellipse,  '  —  —  •  L'hyperbole  ayant  les  mêmes 


axes  2 a,  ib  que  l'ellipse,  on  a  aussi 


M'P'S  b2         ..    ,       MF2  AP    A,P 

—  >        d  ou      TT7TT7--  =   T-^r.  •  -r-1^,  > 


AP'.A,P'        a2  MP'2        AP'  AtP' 

Ml'  AP      .,     .        AP         A.P 

et,  parce  que  ^p,  =  —  ,  il  vient—-  =  ^; 

donc  les  quatre  points  A,  A,,  P,  P'  sont  conjugués  harmoniques,  et 
par  conséquent  les  droites  MP'  et  M' P  sont  respectivement  tangentes 
en  M  et  M'  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole. 

D'autre  part,  on  sait  que  la  droite  TA,  menée  du  point  d'inter- 
section T  des  diagonales  d'un  trapèze  MPP'M'  au  point  de  ren- 
contre V  des  côtés  non  parallèles,  passe  par  les  milieux  I,  F  des  deux 
bases,  et  qu'en  outre  les  quatre  points  A,  T,  I,  I'  sont,  comme  A,  A,, 
P,  I",  conjugués  harmoniques;  il  en  résulte  évidemment  que  la 
droite  TA,  est  parallèle  aux  bases  du  trapèze,  et,  par  suite,  perpen 
diculaire  à  l'axe  V\,  au  sommet   V,.  i<;^ 


(  4^6  ) 

et  le  problème  n'est  possible  que  si 
yAMsinTAM<yAM     ou     yAMsii 

4  4  4 

c'est-à-dire 

sin(TAM  ou  TAM')< 

Note.  —  La  même  question   a  été  résolue  p; 
Blanc. 


Question  1378 

(  voir  z'  série,  t.  XX,  ;>. 

Par  M.  S.  RÉALIS. 
L'équation 

x'+  -+-  1 2  ap  (  a  -f-  [i  )  x  -+-  2  a|ï  (  4  a2  —  9  : 

cfartô  laquelle  a  et  ,3  $ora£  rfes  entiers  à 
ri  a  pas  de  racine  entière. 

L'équation  proposée  peut  s'écrire 

(x  -4-  a)*  4-  (.r  H-  p)4=  [.r2  -r-  2  (a  +  f) 

où  l'on  voit,  d'après  un  théorème  eonn 
être  vérifiée  par  des  valeurs  entières  d 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par 
Blanc  :  Henri  Cartier. 

Question  1381 

{  voir  ?.'  série,  I.  XV  p. 


(  4*7  ) 

corde  quelconque  MN,  (?/  rf//  point  A  /es  r//v.u 
AN  </««  coupent,  respectivement,  la  circànféret 
etÇ).  Démontrer  (/ne  : 

i°  La  droite  PQ  rencontre  AB  e/z  w«  point  i 
fixe  lorsque  la  sécante  B.YIN  tourne  autour  du  i 

2°  Z<?  //<?«  géométrique  du  point  d  ùitersec 
perpendiculaires  menées  aux  droites  AM,  A 
points  M,  N.  est  une  droite  perpendiculaire  à  j 

(DOMENICO    MoNTESAB 

i°  Prolongeons  les  droitesPQet  MN  jusqu'à  1 
eontre  enCf1),  et  dans  le  quadrilatère  inscrit 
menonslesdiagonalesPN,  QMqui  se  coupentaii] 
La  droite  CD  est  la  polaire  du  point  A  par  rapj 
circonférence  considérée.  Donc  CD  est  une  dr 
qui  rencontre  AB  en  un  point  fixe  E,  quelle  qu 
direction  de  la  sécante  BMN. 

La  droite  CD  est  aussi  la  polaire  du  point  A, 
port  à  l'angle  MCP;  donc,  en  désignant  par  i 
d'intersection  des  droites  CP  et  AB,  les  points  B 
conjugués  harmoniques  de  A  et  E;  mais  les  tro 
A,  B,  E  sont  fixes  ;  par  conséquent,  il  en  est  de  r 
point  i  de  rencontre  des  droites  PQ  et  AB. 

Nota.  —  Cette  première  partie  de  la  question 
est  d'ailleurs  une  conséquence  de  cette  proposit 
générale  : 

Si  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique  se 

ftp  tfllf  rnnnîfTp  nu&  trois  d  &  Sf>s  rnlés  tnii.Tnen 


(  4^8   ) 
points  viennent  se  confondre  en  un  seul;  on  le  démon- 
trerait comme  précédemment. 

2°  Soit  J  le  point  d'intersection  des  perpendiculaires 
menées  aux  droites  AM,  AN,  aux  points  M,  N.  Les  quatre 
points  A,  M,  N,  J  appartiennent  à  la  circonférence,  qui 
a  AJ  pour  diamètre.  Cette  circonférence  coupe  la  droite 
AB  en  un  point  R  déterminé  par  l'égalité 

BK  x  BA  =  BxM  x  BN  : 

donc  le  point  K  est  fixe  sur  la  droite  AB,  et  le  lieu  du 
point  J  est  la  perpendiculaire  menée  à  AB  au  point  R. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  J.  Pisani  ;  Moret- 
Blanc;  Borletti  ;  P.,  au  lycée  de  Toulouse;  Domenico  Montesano. 


Question  1383 

(voir  3*  série,  t.  I,  p.  5a8  |  ; 

Par  M.  LEZ. 

On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  décentre  (  ) 
et  un  point  fixe  C. 

On  prend  un  triangle  rectangle  ACBr/o///  le  Sommet 
de  l'angle  droit  est  en  C  et  dont  l'hypoténuse  est  tan- 
gente en  A  à  la  circonférence  donnée.  On  abaisse  du 
sommet  une  perpendiculaire  sur  AB  ;  cette  perpendicu- 
laire rencontre  AI)  au  point  II,   et  elle  rencontre  en   \ 

la  perpendiculaire  abaissée  de  \\  sur  OC.  Démontrer 
que,  miellé  (/ne  soif  la  position  de  ACB,  la   quantité 

■pjr  do  pr  est  constante.  On  prend  le  signe  —  lorst/ue  II 

et  I  sont  d  un  même  cote  par  rapport  à  C. 

M  \  >  MM    I  M 


(  4a9  ) 
Soit   I)   le;    point  où    L'hypoténuse   AB  rencontre    la 
ligne  qui  joint  le  centre  O  au  point  C  (  '  )  5  les  droites  OA, 
CH   étant   perpendiculaires    à    AI),    les   triangles  OI)\. 
CDU  sont  semblables,  et  l'on  a 

o  '        AD 


CH       OA.HD 

La  droite  DI  étant  une  des  hauteurs  du  triangle,  BDC 
est  perpendiculaire  à  BC  et  parallèle  à  AC}  par  suite, 
les  triangles  semblables  DHJ,  AHC  fournissent  la  pro- 
portion 

HA       HC 
(?)  HD"Hr 

(Quelle  que  soit  donc  la  position  du  point  C  par  rap- 
port à  la  circonférence  O,  le  point  D  détermine  sur  AH, 
comme  le  point  I  sur  CH,  deux  segments  additifs  ou 
soustr  actifs. 

En  effet,  la  proportion  (2)  donne 

HA  HC  HA       HC 


OU        -r-zr-    = 


HD  ±  HA  "  "  HI  ±  HC  AI)        Cl  ' 

mais,  «à  cause  de  l'égalité  (1),  on  a 


1 


HA  HV 


CI  ""  HC.AD  "~  OA.HD 

Par  suite,  suivant  que  HD  =  AD  =b  HA,  la  somme  ou 
la  différence  des  inverses  ^77?   p.  est  constante  et  égale 

à  l'inverse  du  rayon  7T7  • 

OA 


(')   Le  lecteur  est  prié  «le  faire  la  figure. 


(    tfo  ) 
Ouand   liD  —  AD  -f-  HA,  le  sommet   C   est  évidem- 
ment entre  H  et  I. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pisani;  Moret- 
Blanc;  N.  Goffart;  Victor  Strékalof;  Domenico  Arontesano;  Paul 
Boulogne,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Saint-Louis 
(  chissc  de  M.  Ed.  Lucas 


Question   1400 

\<;ir  page  239). 

Par  AI.  AIORET-BLAXC. 

On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  quelconque 
O.  Onprend  les  symétriques  a,  b1  ede  ce  point  par  rap- 
port aux  milieux  de  BC,  AC,  AI).  Démontrer:  i°  que 
les  droites  A«,  B&,  Ce  concourent  en  un  même  point  P; 
9."  que  la  droite  OP  tourne  autour  d'un  point  fixe  E 
lorsque  le  point  O  se  meut  d'une  manière  quelconque', 
3"  que  le  point  E  divise  OP  dans  un  rapport  constant . 

(d'Ocagjve.) 

j°  Soient  A, ,  B,,  C,  les  milieux  des  cotés  BC,  AC,  AB. 

D'après  la  construction  la  droite  ab  est  parallèle  à 
(A,  B,)  et  égale  à  aA<  Bt  *,  elle  est  donc  égale  et  parallèle 
;i  AB,  niais  de  sens  contraire. 

De  même  ac  etbc  sont  respectivement  égales,  paral- 
lèles el  de  sens  contraire  à  AC  et  BC.  Les  trois  couples  de 
parallèles  AB  elab,  ACetac,  BC  el  Reforment  trois  pa- 
rallélogrammes dont  les  diagonales  \  a.  B/>.  (  \c  se  coupent 

en  un  point  P  milieu  de  chacune  (Telles. 

2°  La  Ligne  OP,  médiane  du  triangle  OA a,  coupe  la 
médiane  \  \t  aux  deux  tiers  de  sa  Longueur  à  partir  du 

point    \  :  donc  elle  passe  par  le  point  fixe  E.  point  de  con- 
cours des  médianes  du  triangle  \BC: 


(  <3i  ) 
3°  Elle  est  divisée  par  ce  point  en  deux  segments  dont 

OE 
le  rapport  £p  =  -. 

Remarque-,    —   Le    point   O    peut   être    situé   d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace. 

Vote.     -  La   même  question   a   été    résolue  par  MM.    Uietroë,  et 

Odille  Tors,  au  lycée  <le  Nancy. 

M.  le  colonel  \.  Mathieu  en   a  donné  une  solution  analytique  très 
simple,  au  moyen  des  coordonnées  trilinéaires. 


QUESTIONS. 


1418.  On  donne  une  ellipse  de  demi-axes  OA,  OB 
et  deux  circonférences  concentriques  à  l'ellipse,  et  de 
rayons  /',  R-,  /■  =  OB.  Une  droite,  issue  du  centre  O 
commun  aux  trois  courbes,  coupe  les  circonférences  7", 
R  en  des  points  C,  D  par  lesquels  on  mène  des  paral- 
lèles à  OA  dirigées  dans  le  sens  OA.  La  première  ren- 
contre l'ellipse  au  point  E,  la  seconde  est  rencontrée 
en  un  point  F,  par  la  normale  à  l'ellipse  en  E;  trouver 
le  lieu  géométrique  du  point  F. 

(Ernest  Lebon.) 

1419.  Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  mène  d'un 
point  P  aux  cotés  BG,  CA,  AB  des  parallèles  qui  rencon- 
trent, respectivement,  AB,  BG,  GA  en  A',  B',  C'. 

i°  Pour  que  les  trois  points  A',  B',  C'  soient  en  ligne 
droite,  il  faut  que  P  se  trouve  sur  une  conique  déter- 
minée. 

2°  A  un  point  P  de  cette  conique  correspondent  deux 
droites  A'  IV  G' 5  quel  est  le  lieu  de  leur  point  de  ren- 
contre quand  le  point  P  parcourt  la  conique? 

Cas  particulier  du  triangle  ABC  équilatéral. 

(PoiJVl)E.  ) 


(  43a  ) 

14-20.   Trouver  la  valeur  des  intégrales 

dx 


rxn~xdx       r 

J       vH  J  *[n 


x  —  (  //  h-  i  )]  \  R 


dans  lesquelles  R  désigne  le  polynôme 

nxn~x  -h(n  —  i).r"-24-(/?  —  2).^w-3^-.  ..  +  2j?4-î. 

(S.   Rkalis.) 

1421.  Soient  AOD,  BOE,  GOF  les  trois  hauteurs,  et 
G  le  centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC;  démontrer  que 
les  cercles  circonscrits  aux  triangles  AGD,  BGE,  CGF 
se  coupent  en  un  second  point  qui  est  l'intersection  de 
la  droite  OG,  et  de  l'axe  radical  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  et  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

(Rev.   G.   Richatidsox,  M. -A;  extrait  de  :  The 
educational  Times,  august  I,   1882.) 

1422.  Tout  nombre  dont  le  carré  se  compose  des 
carrés  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  est  égala  la 
somme  des  carrés  de  trois  nombres  entiers  dont  deux,  au 
moins,  sont  consécutifs. 

Exemples  : 

i6g2=  1  ig2+  120-,      et     169  =  3»    -  \- -h  122, 
292~   202-+-   212,      et       29 —  22—  32  —    i». 

(G.) 

Note.  —  M.  \dr.  Pallaz,  élève  de  l'École  Polytechnique  de  Zurich, 
.1  résolu  la  question  1377;  sa  solution  esl  arrivée  trop  tard  pour  qu'il 
ail  été  possible  d'en  faire  mention  dans  le  numéro  d'août. 

/  7,7/  I  /  Y    1/ 


Page  .:.m.  ligne  »en  remontant  :  au  lieu  de  poinl  <'..  I>.  ^i  l'on. 
lisez;  point,  si  l'on...   Il  faut  \  supprimer  les  lettres  C,  l>. 


(  433  ) 


PREMIERS  ÉLÉMENTS  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE; 

Par  M.  A.  MANNHEIM. 
[suite  (')]. 


Afin  de  préparer  les  élèves  aux  applications  et  les 
obliger  à  lire  dans  l'espace,  il  nous  paraît  utile  de  placer 
immédiatement    après    les    problèmes    théoriques    des 


Fitf-  <)• 


problèmes  d'application  dans  lesquels  les  plans  sont  les 
faces  d'un  corps  solide. 

Par  exemple,  le  problème  précédent  peut  être  complété 
par  le  suivant. 

Application.   —    Un  cube  dont  une  face  est  hori- 
zontale est  traversé  par  une  droite.  On  demande  de 


(')  Même  Tome,  p.  38.">. 

Aim.  de  MathémaC,  3e  série,  t.  I"'.  (Octobre  1882.)  "->.8 
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représenter  les  portions  de  cette  droite  qui  sont  exté- 
rieures au  cube. 

En  appliquant  la  solution  du  problème  théorique,  on 
arrive  tout  de  suite  à  la  solution  de  celui-ci,  comme  on 
le  voit  sur  \ajig.  g.  Le  segment  caché,  figuré  par  des 
points,  est  compris  entre  les  points  (ni/,,  m?),  (w>i,  nv). 

Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  dont  l'un 
est  quelconque  et  l'autre  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  de  projection. 

Le  plan  arbitraire  est  donné  par  deux  droites  A,  B 
qui  se  coupent;  on  a  (Jig-  10)  les  projections  de  ces 
droites.  L'autre  plan,  supposé  perpendiculaire  au  plan 
horizontal  de  projection,  est  projeté  suivant  (Pa)- 

En  appliquant  la  solution  du  problème  précédent, 
nous  avons  tout  de  suite  le  point  (a/n  av)  où  la  droite  A 
perce  le  plan  vertical  donné.  De  même,  pour  la  droite  B, 


on  a  le  point  (/>a,  by).  La  droite  cherchée,  qui  est  une 

ligne  de  Iront   du  plan  des  deux  droites  A  et  B,  esl   alors 

en  projection  verticale  avbv. 

Application.   —  On  don/te  un  tétraèdre,  on  enlève 
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la  portion,  de  ce  solide  qui  est  en  avant  d'un  plan  verti- 
cal donné.  On  demande  la  représentation  du  solide 
restant. 

Les  sommets  du  tétraèdre  sont  dans  l'espace  5,  «,  Z>,  c. 
Le  plan  sécant  vertical  est  représenté  (//#.  1 1)  parla 


•P*' 


droite  (P/^).  En  appliquant  la  solution  précédente,  on  a 
tout  de  suite  le  solide  représenté  sur  la  figure. 

Déterminer  une  droite  de  front  d'un  plan  lorsque 
celui-ci  est  donné  par  une  droite  et  un  point.  —  Soient 
(Aa,  Av)  (jîg.  12)  la  droite  donnée  et(m/n  mv)  le  point 
donné.  Par  le  point  m^  menons  une  perpendiculaire  h  la 
direction  des  projetantes. 

Cette  droite  (P^)  représente  un  plan  de  front. 

Ce  plan  coupe  le  plan  qui  projette  horizontalement  la 


(  {36  ) 
droite  A  suivant  une  verticale  dont  la  projection  hori- 
zontale est   le  point   a^.   En  menant  de  ce   point  une 
parallèle  à   la   direction   des   projetantes,  on  obtient  la 
projection  verticale  de  cette  droite.  Cette  projection  rcn- 

Fîg.      JO. 


contre  A„  au  point  av  qu'il  suffit  de  joindre  au  point  /;/,. 
pour  avoir  la  projection  verticale  de  la  droite  de  front 
demandée. 

Delà  même  manière  on  détermine  une  horizontale  du 
plan. 

Déterminer  le  point  où  une  droite  donnée  rencontre 
un  plan  quelconque.  —  D'une  manière  générale,  od 
résout  ce  problème  en  menant  par  la  droite  donnée  un 
plan  arbitraire.  On  prend  l'intersection  de  ce  plan  et  du 
plan  donné  :  la  droite,  ainsi  déterminée,  rencontre  la 
droite  donnée  au  point  demandé. 

Nous  allons  prendre  le  cas  particulier  où  le  plan  auxi- 
liaire est  le  plan  qui  projette  horizontalement  la  droite 
donnée. 

Soient  représentées  (/?£>  i3)  les  projections  des  dcu\ 
droites  A  et  B  qui  déterminent  le  plan  donne,  et  les  pro- 
jections de  la  droite  donnée  I). 

Considérons  la  droite  1)/,  comme  la  projection  d  un 
plan  vertical .  Ce  plan  coupe  la  droite  A  au  point   |  m,,  a, 
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et  la  droite  B  au  point  (6^, /;<,)•  11  coupe  donc  le  plan 
donné  suivant  une  droite  dont  la  projection  verticale  est 
avbv.  Le  point  tv  où  cette  droite  rencontre  Dç,  est  la 
projection  verticale  du  point  cherché. 


Fie.   i3. 


On  a  alors  tout  de  suite  la  projection  horizontale  tk  de 
ce  point. 

JNous  n'avons  pas  indiqué  que  la  droite  donnée  est 
cachée  par  ]e  plan  à  partir  du  point  où  elle  le  rencontre, 
parce  que  dans  un  problème  théorique  il  n'y  a  pas  lieu 
de  faire  la  distinction  entre  les  parties  vues  et  les  parties 
cachées,  à  moins  que  l'on  n'indique  de  quel  coté  du  plan 
se  trouve  le  solide  dont  il  est  une  des  faces. 

Aussi,  en  admettant  cette  manière  de  faire,  est-il 
indispensable  d'ajouter  une  application. 

Application.  —  L ne  perche  pénètre  dans  un  tas  de 
sable  placé  obliquement;  déterminer  le  point  où  elle 
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rencontre  V une  des  faces  de  ce  tas  de  sable  et  figurer 
la  partie  cachée  de  celte  perche. 

II  suffit  de  regarder  la  fig.  14  pour  comprendre  la 
solution  de  ce  problème. 

Déterminer  l'intersection  de  deux  plans  qui  sont 
respectivement  donnés  par  leurs  traces  sur  un  plan  de 
front  et  leurs  traces  sur  un  plan  horizontal.  —  Soient 

Fig.  14. 


Ai(  et  B„  les  Iraees  .--des  plans  donnés  sur  le  plan  de  fronl 
(Pa)i  etC*,  1)/,  leurs  traces  sur  le  plan  horizontal  (Q*). 

Le  point  ///,.  où  se  rencontrent  A,.,  H,,  apparlienl  à 
L'intersection  cherchée. 

La  projection  horizontale  <l«'  ce  point  est  en  ////,  sur 
(P/k)$  joignons  ce   poiul    au  poitil    de  reiicoutrc  /,  des 


(    f>9  ) 
droites  (]/,,  1')/,  et  nous  avons  la  projection  horizontale  uV 
l'intersection  demandée.  La  projection  verticale  de  cette 
droite  est  ///t./,.. 

Cette  solution  est  simple,  parce  que  les  données  sont 
très  particulières.  En  général,  on  détermine  1  intersec- 
tion de  deux  surfaces  en  Jes  coupant  par  des  surfaces 
auxiliaires  choisies  de  façon  que  les  projections  de  leurs 

Fin.    i">- 


lignes  d'intersection  avec  les  surfaces  données  soient 
simples  et  faciles  à  construire. 

Dans  le  problème  précédent  le  plan  horizontal  (Qe)  et 
le  plan  de  front  (P/,)  jouent  le  rôle  de  surfaces  auxiliaires. 

Si  les  plans,  dont  on  demande  l'intersection,  étaient 
donnés,  l'un  au  moyen  de  deux  droites  A,  B,  l'autre  au 
moyen  de  deux  droites  C,  D,  on  pourrait  prendre  comme 
surfaces  auxiliaires  les  plans  qui  projettent  horizontale- 
ment ces  deux  dernières  droites.  On  serait  alors  conduit 
à  appliquer  la  solution  d'un  des  problèmes  précédents. 

Application.  —  Intersections  de  la  toiture  d'une  fe- 
nêtre et  de  lu  toiture  (Tune  maison. 

Ou  a  [fig*  10)  les  projections  de  la  toiture  de  la 
maison.  Le  plan  vertical  qui  contient  l'ouverture  de  la 
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fenêtre  se  projette  horizontalement  suivant  la  droite  b/t  c/e 
qui  est  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  rectangle  de  la  toiture. 
La  largeur  de  la  fenêtre  est  donnée  par  le  segment  bh  Ch- 
Par  le  point  bh  menons  un  plan  vertical  perpendiculai- 
rement à  l'horizontale  b^Ch-  Ce  plan  coupe  le  plan  de 
la  toiture  suivant  la  droite  (kh  /^,  hvlv).  La  verticale  bh 
a  alors  pour  projection  verticale  bvev  et  le  plan  vertical 


Fier.  16. 


W    h 


qui  contient  l'ouverture  de  la  fenêtre  coupe1  le  plan  de 
la  toiture  suivant  1  horizontale  bvc„. 

La   hauteur  de  la  fenêtre  étant  supposée*  donnée,  <>n 
achève  facilement  sa  représentation,  comme  on  le  ^  <  »  î  t 


sur  la  ligure. 


(  f4i  ) 

Application.  —  Intersections  des  faces  d  un  clocher 
avec  la  toiture  du  bâtiment  qui  le  supporte. 


Fil 


UY 


On  donne  les  projections  :  de  la  toiture  du  bâtiment, 


(  il*  ) 

de  la  base  de  la  pyramide  qui  forme  le  clocher  et  du 
sommet  du  clocher. 

Cette  base  i,  2,  3,  4?  •••de  la  pyramide  est  tracée  dans 
le  plan  horizontal  qui  contient  les  arêtes  inférieures  de 
la  toiture.  Pour  avoir  le  point  où  l'arête  du  clocher  s&  1 
rencontre  le  plan  de  la  toiture  nous  avons  employé 
comme  plan  auxiliaire  le  plan  vertical  qui  projette  hori- 
zontalement cette  droite. 

On  trouve  ainsi  le  point  a(,;  de  même  ou  détermine  le 
point  bv\  la  droite  avbv  est  du  reste  horizontale. 

La  face  is/tZ  de  la  pyramide  est  rencontrée  par  l'une 
des  arêtes  de  la  toiture. 

Si  nous  supposons  cette  arête  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  vertical,  la  construction  précédente  n'est 
plus  applicable.  Pour  l'effectuer,  on  peut  projeter  obli- 
quement les  lignes  de  cette  construction  sur  un  plan 
vertical  auxiliaire.  C'est  ainsi  qu'est  faite  la  ligure  au 
inoyé*u  du  plan  vertical  auxiliaire  (P/j)  et  de  proje- 
tantes auxiliaires  parallèles  à  l'horizontale  77,  u^.  On  peut 
employer  la  même  projection  oblique  pour  construire 
les  points  de  rencontre  des  arêtes 5^  3,  .v/t  4  avec  le  plan 
de  la  toiture.  Les  intersections  des  faces  du  clocher  avec 
les  plans  de  la  toiture  sont  en  projection  verticale  les 
lignes  <7 ,./>,,,  bvm^  ;//,.(',.,  cv dv.  .Nous  n'avons  pas  achevé 
le  tracé  de  la  projection  horizontale  pour  ne  pas  compli- 
quer la  ligure  (  *  ). 

PROBLÈMES    RIÉTRIQl  l  8. 

Les  grandeurs  à  mesurer  sont  ou  des  segments  de 
droite  ou  des  angles.  Dans  chacun  de  ces  cas  on  amené 


(')   J'ai   indiqué    l'emploi   d'une  projection   <»l>ti«|ii«-.  il  sérail  Uton 
d'exposer  ici   la  méthode  des  projections  obliques  pour  la  recher 
che  il<^  ombres. 
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Je  segment  ou  le  plan  de  l'angle  à  être  parallèle  à  l'un 
des  plans  de  projection.  Le  segment  ou  l'angle  se  pro- 
jette alors,  sans  altération  de  grandeur,  et  il  peut  être 
mesuré  sur  le  plan  de  projection.  On  est  ainsi  conduit 
à  résoudre  le  problème  :  Amener  un,  plan  à  être  paral- 
lèle à  l'un  des  plans  de  projection .  Pour  cela  il  suffit 
de  le  faire  tourner  autour  d'une  droite  de  ce  plan  paral- 
lèle  à  ce  plan  de  projection. 

iSous  allons  d'abord  prendre  le  cas  particulier  où  le 
plan  donné  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de 
projection.  Si  nous  supposons  que  ce  plan  est,  par 
exemple,  le  plan  vertical  qui  projette  horizontalement 
un  segment  de  droite  donnée,  la  solution  renferme  aussi 
celle  du  problème  suivant  :  Déterminer  la  grandeur  (  '  ) 
d'un  segment  de  droite  donné  par  ses  projections. 

Soient  ah  b/n  aK,bv  (fig-  18)  les  projections  du  segment 
donné.  Le  plan  qui  le  projette  horizontalement  est  (P^)- 
Pour  amener  ce  plan  à  être  parallèle  au  plan  vertical  de 
projection,  faisons-le  tourner  autour  de  la  verticale  a/t. 
Après  la  rotation,  le  plan  (P/t)  se  projette  horizontale- 
ment suivant  la  droite  (P/2),  qui  est  perpendiculaire  à 
la  direction  des  projetantes.  Le  point  b  de  ce  plan  décrit 
un  arc  de  circonférence  qui  est  horizontal.  Cet  arc  se 
projette  alors  verticalement  suivant  la  droite  bv  /^per- 
pendiculaire à  la  direction  des  projetantes. 

Sa  projection  horizontale  est  l'arc  de  cercle  b/Lb'h  dont 
le  centre  esta^  et  le  rayon  a/t  b^.  Les  nouvelles  projections 
du  point  b  après  la  rotation  du  plan  (P/t  )  sont  b'h*  b'v.  La 
nouvelle  projection  verticale  avb'v  du  segment  donné 
permet  de  mesurer  la  grandeur  de  ce  segment. 

On  peut  amener  le  plan  (P/j  à  être  horizontal.  Pour 


(')  Nous  n'adoptons  pas  l'expression  de  vraie  grandeur  générale 
menl  en  u><t"e. 
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cela  il  suffit  de  le  faire  tourner  autour  d'une  de  ses  hori- 
zontales. Sur  la  ligure  nous  avons  pris  comme  axe  de 
rotation  l'horizontale  qui  passe  par  le  point  a.  La  nou- 
velle projection  horizontale  du  point  b  après  la  rotation 
est b"h.  La  grandeur  du  segment  donné  est  alors  cihbfi. 
ÎYous  ne  développons  pas  davantage  cette  deuxième  solu- 
tion qui,  ainsi  que  la   première,  donne    l'angle  que  le 

FiC.   18. 


segment  donné  fait  avec  le  plan  horizontal  de  projection. 

Si  l'on  veut  déterminer  l'angle  que  ce  segment  fail 
avec  le  plan  vertical  de  projection,  on  doit  amener  le 
plan  de  cet  angle,  c'est-à-dire  le  plan  qui  projette  verti- 
calement le  segment  donné,  à  et re  parallèle  à  l'un  ou  a 
l'autre  des  plans  de  projection. 

Arrivons  au  cas  général;  nous  allons  faire  usage  du 
lemme  suivant,  que  je  me  borne  à  énoncer: 

/  //  an  glç   droit   il  oui   l'un    des   rôles  est  parallèle   à' 
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l'un  des  plans  de  projection  se  projette  sur  ce  plan 


suivant  un  angle  droit, 


Soient  a/t  ?n/n  avmv  (Jig.  19)  les  projections  d'une 
droite  et  t>/tinj,,  bv mv les  projections  d'une  autre  droite 
qui  rencontre  la  première.  Ces  deux  droites  déterminent 
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un  plan  que  nous  nous  proposons  d'amener  à  être  de 
front,  c'est-à-dire  parallèle  au  plan  vertical  de  projection . 

L'axe  de  rotation  est  alors  une  droite  de  front  de  ee 
plan.  Pour  construire  cet  axe  nous  employons,  comme 
on  le  voit  sur  la  ligure,  le  plan  de  front  (P/i). 

Le  point  m,  en  tournant  autour  de  l'axe  avbv,  décrit 
un  arc  dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ee  point  sur  cette  droite.  La  projection  verticale  de  ce 
rayon  est,  en  vertu  du  lemme  précédent,  la  perpendi- 
culaire mvl  abaissée  du  point  mv  sur  av  bv.  Après  la  rota- 
tion du  plan  donné,  cette  droite  reste  perpendiculaire 
à  avbP  et  la  nouvelle  projection  verticale  du  point  m  est 
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alors  sur  celte  même  perpendiculaire  à  une  distance  du 
point  /  égale  à  la  longueur  du  segment  compris  entre  le 
point  m  et  le  point  /  :  nous  avons  indiqué  sur  la  figure 
une  des  constructions  permettant  de  déterminer  cette 
longueur. 

Ou  la  porte  depuis  le  point  /  jusqu'au  point  m*.  Ce 
point  est  la  nouvelle  projection  verticale  du  point  /;/. 
après  la  rotation  du  plan.  En  le  joignant  aux  points  r/r, 
1>V^  on  a  les  nouvelles  projections  verticales  des  droites 
données,  après  la  rotation  du  plan. 

Soit  n„  Ja  projection  verticale  d'un  point  du  plan 
donné;  pour  avoir  la  nouvelle  projection  verticale  de  ce 
point,  après  la  rotation  du  plan,  il  suffit  de  construire  un 
triangle  nvcvriv  semblable  au  triangle  mvavmv. 

Inversement,  si  l'on  donne  la  projection  n\,  d'un  point 
du  plan  supposé  de  front,  on  a  la  nouvelle  projection  de 
ce  point,  lorsque  le  plan  est  replacé  dans  la  position  qu'il 
doit  avoir,  toujours  par  la  construction  d'un  triangle 
semblable  à  un  triangle  avant  deux  sommets  en  ///,., 
mv  et  dont  le  troisième  sommet  est  un  point  de  la  droite 

Le  problème  (jue  nous  venons  de  résoudre  donne  la 
solution  de  cette  question  :  Déterminer  l'angle  compris 
entre  deux  droites.  On  a,  en  effet  [fig»  19),  1  angle 
a(,m[J>t,  qui  est  l'angle  compris  entre  les  deux  droites 
données. 

Au  lieu  d'amener  un  plan  à  être  de  front,  <>n  peut 
l'amener  à  être  horizontal  au  moyen  de  constructions 
tout  à  l'ait  analogues  aux  précédentes. 

Voici  encore  comment  on  peut  résoudre  le  problème 
précédent.  Par  le  point  m  menons  unv  horizontale  du 
plan  donné.  Les  projections  de  cette  droite  sont  fig.  19) 
ntvgvtrtihgh'  l-;i  grandeur  du  segmenl  compris  entre  Les 
points  ///  ci  g  est  ////,  g ki  puisque  rr  segment  est  horizon- 
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tal.  En  décrivant,  alors  avec  ce  segment  pour  rayon  un 
arc  de  cercle  dont  le  centre  est  au  point  gv,  on  obtient 
le  point m\,  à  la  rencontre  de  cet  arc  avec  la  perpendicu- 
laire lmv. 

Le  le  m  me  dont  nous  venons  de  faire  usage  conduit 
immédiatement  à  cette  conséquence  :  Lorsqu'une  droite 
est  perpendiculaire  a  un  plan,  sa  projection  verticale 
est  perpendiculaire  à  une  droite  de  front  de  ce  plan,  et 
sa  projection  horizontale  est  perpendiculaire  à  une 
horizontale  du  plan. 

Il  est  donc  facile  de  tracer  les  projections  d'une  droite 
perpendiculaire  à  un  plan.  On  détermine  alors  simple- 
ment la  distance  d'un  point  à  un  plan  et  l'angle  d'une 
droite  et  d.\m  plan. 

Je  ne  développe  pas  les  solutions  de  ces  questions, 
parce  que  les  modifications  que  je  propose  dans  ce  court 
exposé  ne  changent  pas  les  solutions  généralement 
adoptées. 

Déterminer  V angle  de  deux  plans.  —  Pour  exposer 
la  solution  de  ce  problème,  on  peut  prendre  les  deux- 
projections  d'un  tétraèdre  et  chercher  l'angle  compris 
entre  deux  faces. 

On  coupe  ces  deux  faces  par  un  plan  horizontal;  on 
obtient  ainsi  deux  horizontales  et  au  moyen  de  ces  droites 
on  achève  la  solution  comme  on  le  fait  ordinairement  en 
employant  les  traces  horizontales  des  deux  plans  pour 
lesquels  on  cherche  l'angle  compris. 

A  la  suite  de  ces  problèmes  théoriques,  il  sera  très 
utile  de  présenter  quelques-unes  des  applications  que 
l'on  rencontre  dans  la  pratique. 

En  voici  une  analogue  à  celles  que  l'on  a  à  traiter  en 
charpente. 

Application.  —  Une  pièce  de  bois  est  terminée  par 
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un  tenon  :  déterminer  la  nouvelle  projection  de  cette 
pièce  lorsqu'on  la  fait  tourner  de  façon  que  V une  de 
ses  faces  soit  horizontale. 


Fi{j.  20. 


Les  projections  de  la  pièce  montrent    fig.  ao)  comment 
elle  est  placée  par  rapport  aux  plans  d<>  projection. 
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Supposons  que  la  face  a/t  bh('/t  d/t  soit  amenée  à  être 
horizontale  après  avoir  tourné  autour  de  sou  horizontale 
a^bh-  Le  point  c  de  cette  face  a  pour  projections,  après 
la  rotation,  c\n  ch.  Cherchons  les  nouvelles  projections 
d'un  point  entraîné  et  qui  n'appartient  pas  au  plan  delà 
face  (ih  bh  Ch  d/t.  Prenons,  par  exemple,  le  point  (/w>i,  mv) 
qui  appartient  au  tenon.  De  ce  point  abaissons  une  per- 
pendiculaire sur  le  plan  de  la  face  abed.  La  projection 
verticale  de  cette  perpendiculaire  est  la  perpendiculaire 
mvl  abaissée  du  point  mv  sur  avcv  et  la  projection  hori- 
zontale est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  mk  sur 
ah  bh>  Le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  le  point  /.  Ce 
point  appartenant  à  la  face  abcd,  on  trouve,  commepour 
le  point  c,  ce  qu'il  devient  après  la  rotation  de  la  pièce  de 
bois. 

Mais  la  perpendiculaire  ///,,/  à  la  face  abcd  se  projette 
en  un  seul  point  lorsque  la  rotation  est  effectuée.  Par 
conséquent  la  construction  faite  pour  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  m  sur  la  face  abcd  donne 
le  point  nîh,  nouvelle  projection  horizontale  du  point  m 
après  la  rotation.  On  opère  de  la  même  manière  pour  les 
autres  points  de  la  figure. 

Telle  est  une  clés  applications  que  Ton  peut  proposer 
parmi  beaucoup  d'autres. 

Il  est  indispensable  de  laisser  aux  élèves  le  soin  de 
faire  toutes  ces  applications  après  leur  avoir  expliqué 
seulement  les  problèmes  théoriques. 

On  n'arrive  à  bien  savoir  la  Géométrie  descriptive  que 
par  l'emploi  souvent  répété  de  ces  procédés.  Indépen- 
damment des  épures  faites  à  la  règle  et  au  compas,  on  ne 
saurait  trop  recommander  l'usage  des  croquis  à  main 
levée.  Du  reste,  il  est  toujours  utile,  avantde  commencer 
une  épure,  de  faire  un  choix  convenable  des  données  en 
essayant  de  voir  à  l'avance,  au  moyen  de  croquis,  si  les 

Ami.  de  Mathérnat.,  3e  série,  t.  1.  (Octobre   iS.S>.  .M) 
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résultats  se  présenteront  de  façon  à  permettre  une  lecture 
facile  de  l'épure.  La  Géométrie  descriptive  n'a  pas,  en 
effet,  simplement  pour  objet  de  représenter  les  corps  sur 
une  feuille  de  dessin,  mais  de  faire  cette  représentation 
de  façon  que  la  restitution  soit  facile. 


NOTE  SIR  UN  DÉVELOPPEMENT  D'UNE  FONCTION  EN  SERIE; 

Par  M.  J.  MARCHAND, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


1.  Lemme.  —  Soit  F(x)  une  fonction  de  x  qui  donne 
une  intégrale  finie  et  déterminée  lorsquon  V intègre 
entre  les  limites  [i.<  et  )x  de  la  variable. 

La  valeur  de  l'intégrale  ne  change  pas  si,  conser- 
vant les  mêmes  limites,  on  substitue  à  la  variable  l  ex- 
pression linéaire  |xf  -+-  [X  —  x. 


En  effet,  dans 


\j- 


posons 
on  aura 


(X,  -h  ;x  —  X  —  z, 


F(z)dz=         F(s)*> 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

L'intégrale   proposée,    considérée    comme    une     aire 
plane  qu'on  ferait  pivoter  autour  de  l'ordonnée  fournie 

par   la  valeur  moyenne   de  la   variable  — >   aurait 

conduit  à  la  même  conclusion. 

Les  deux   intégrales  sont  dites   transformées   I  une  de 
l'autre. 
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La  propriété  ci-dessus  n'est,  à  ma  connaissance, 
énoncée  nulle  part.  Sans  la  croire  nouvelle,  néanmoins 
mon  but  est  de  montrer  ici  qu'on  peut  en  tirer  parti. 


2.   Soit  à  intégrer 


F'(* 


x  )  dx  ; 


F'(.r)  est  supposée  continue  ainsi  que  ses  [n —  i)  pre- 
mières dérivées  entre  les  limites  proposées }  remplaçons 
cette  intégrale  par  sa  transformée.  En  appliquant  à  cette 
dernière  la  règle  de  l'intégration  par  parties,  on  aura 
successivement 


1 


F'dij-h  \x  —  x)dx 


F^jxj-i-ji  —  a?)  -dx9 

r*  x 

I     F"(  lxi  ■+-  ^  —  x)—dx 


r  Ff-i(H-i-+-  ix— ^) 


a; 


?i— 2 


1.2.  .  .  (  /i  —  I  ) 

=  ,.a..V-,)F"-'(|t|)  "  ,.a.:'!(n-.)F*"('0 


L— #) 


1.2.  .  .  (  «  —  I  ) 


Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,   et  remar- 
quant que 

Ç    F'(aO«te==F(tO—  F (|it), 
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il  viendra 
=  jf  F'(  h) -y  F'(  !'•)  +  7^  F"(  'M  )  -  f^  F'(  |x) 

F""1  (  fx,  )  — ^ F""1  (  y.  i 


f 


j  .  2...(  n  —  i)  \  .9....{n  —  i  ) 

'*_    ,  .        .r"-'  dx 

F"(a,+  a—  j?) 


1.2... (71  —  l) 

V-i 


Cela  posé,  on  sait  que,  si  u  et  v  sont  deux  fonctions 
continues  et  que  v  conserve  le  même  signe  entre  deux 
limites  données,  on  peut  écrire 


I        UVdx  =:  U    / 


.1* 
\vdoc--\}  f      r (!./-. 


U  représentant  la  valeur  de  u  pour  une  certaine  substi- 
tution a?,  comprise  entre  jjl,  et  a.  Par  suite,  appelant  R„ 
le  dernier  terme  du  développement  précédent,  on  aura 
deux  cas  à  distinguer  : 

i°  Si  les  limites  u.|  et  u.  ont  le  même  signe,  on  pourra 
écrire 

0  étant  une  quantité  positive  comprise  entre  o  et  i .  in- 
troduite par  la  substitution  à  x  de  y-,  -f-  9    ;jl —  u,    : 

2°  Si  les  limites  sont  de  signes  contraires,  <>n  remar- 
quera que 


x*   ■ 

.r) ■ dx 

i .  a . . .  (  n  —  i  ) 

(a) 


1   R*=/     F»(ji,+  |. 

-h    /       F"(|i,H-  ;x  — .m 
[  .'„  1.2..  .(/l—l 

ce  qui  donnera,  en  appelant   0,   el    8  deux  coefficient 


(0 
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indépendants  compris  entre  o  et  i , 

R2» 


1.2.  .  .11 

\ 

l 


x  S  |t»F»[j*,  +  [M  i  -  0)]  -  p.JF*[>  4-  M*  -  6,)]  I. 


Donc  finalement,  représentant  par  R„  la  forme  géné- 
rale du  reste,  en  laissant  au  lecteur  le  soin  de  particula- 
riser suivant  les  cas,  on  pourra  écrire 

l¥(x)-¥(x0) 

\       =zxF'(x0)—x0Ff(x)-h  —  W(x0)  —  -fi  ¥»{x) 

{  1.2  1.2 

F'-1  (.r0  ) ^ tF-*(*)+  R«- 


1  I.2...(/i —  I)  I.2...(/i  —  1) 

Annulant  l'une  quelconque  des  limites,  cette  formule  se 
réduit  à  la  formule  de  Maclaurin. 


3.   L'intégration  par  partie  appliquée  à  la  transformée 
de  l'expression 

I      l^a  +  j)  dxy 
où  «  est  une  constante,  eût  donné  la  formule  suivante  : 


F  (a  -+-  x)  —  F(a-\-  x0) 
i 

(2)        /  Xn~l 


-F'(a-±-x0)-  ^F\a-hx)-h  —  F>+.r0)-  -^-F>4-.r) 

I  I  1.2  1.2 


i .  2 . . .  (  n  —  i  ) 


0 


i .  2  .  .  .  (  n  —  i  ) 


FH(a  +  a?)+  RJ. 


en  indiquant  par  RJJ  la  forme  générale  des  restes  précé- 
dents dans  lesquels  on  est  parti  de  la  forme 


/ 


F"  (a  -f  !^i  -h  Mt  —  x) - —      — r  > 

;  I  .  2  ...(«  —  1  ) 


i  \y,  ) 

au  lieu  de 


f 


./• 


n-l 


F*  (  f*i  +  V-  —  -r)  7——- ;  dx 

1 . 2 . . .  (  n  —  1  ) 


Annulant  dans  cette  expression  l'une  quelconque  des 
deux  limites,  on  trouve  la  série  de  Taylor  5  posant  a  =  o, 
on  retrouve  la  série  (1);  posant  à  la  fois  a  =  o  avec  m 
ou  u,  =  o,  on  retrouve  la  série  de  Maclaurin.  Le  déve- 
loppement (2)  est  donc  une  formule  synthétique  qui 
renferme  comme  cas  particuliers  les  trois  formules  pré- 
cédentes. 

Remarques.  —  Le  procédé  de  l'intégration  par  parties 

appliqué   :  i°  à  la  transformée  de    /     ¥'{x)dx    donne 

directement  la  série  de  Maclaurin;  2°  à  la  transformée 

de    /    F'( x  H-  x0  )  dx,  celle  de  Taylor. 

«-  o 

4.  Les  développements  (1)  et  (2)  sont  encore  vrais, 
au  cas  où  la  fonction  à  développer  dépend  de  plusieurs 
variables  indépendantes:  les  conditions  de  continuité  de 
la  nouvelle  fonction  restant,  bien  entendu,  les  mêmes 
que  ci-dessus. 

Soient,  par  exemple,  F(x.  j  )  une  fonction   de  deux 

variables  et  t  une  variable  auxiliaire,   011  peut  toujours 

poser 

x  =. ht,     y—-  ht, 

h  et  A   représentant   deux   constantes  arbitraires;  ceci 

donne 

Ft  Viht.  kt)  -   y{t  . 

cl  aussi 

F(x  .  v      :    l; (///,,  /./„         -    :    : 
par  suite 

<l-.        ,/[■-         rfF  V         ni 
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en  posant 

xyUàk  -  dx         dyK'      dt*  ~  xy   hh' 


dno 
Ht'1' 


-rrr  —  xyuhk? 


d'après  la  notation  symbolique  ordinairement  usitée. 

„  ,  ,     .  ,  A/F  rfF    y 

Cela  pose,  si  nous  représentons  par  (  -y- •  x-h-y-y) 

ou  encore  par  aryD£r  la  plème  différentielle  totale  de 
F(,r,jy),  dans  laquelle  on  a  remplacé  dx  et  dy  respec- 
tivement par  x  et  j,  on  pourra  évidemment  écrire 

t^l  -        Di         *    ^  -     D1 
«**--        D2         ttl-     D2 


dnv  ™  dno  _„ 


Remarquons    maintenant  que     nous     avons    trouvé 
comme  formes  du  reste  de  la  série  (i^  suivant  les  cas, 

H  *»F"[*04-  *d  -  6  )]  -  t»F»[t-h  t0{i-  0,  )] , 

I  .  2  .  .  .  Il 

on  aura,  d'après  les  notations  qui  précèdent,  pour  for- 
mer des  restes  de  la  nouvelle  fonction, 

p       __  lXo$-*-x(  1-0)1  [roO-t-yf  1-6)1  Vxy —  [xo0-hx(  1-0)1  [v»Ô4-r(l-0)l  *JX(iYo 
nin — ■ ■ 

i .  2 .  o . . .  n 

et 

\xv¥x 0-9)1  [.Vo+.vH-  0>1  ^a\v        favi-  Sj ) -4-aî]  [.>-„([    e,)+-y]  ^.r„y0 


R,, 


I  .  2  .  D  .  .  .  // 
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La  série  (i),  appliquée  à  F(x,  j),  donnera  donc 

n     T)  iv    D2 

nyn1Jxy        xyLJjrôy„         *'mr«L'xy         xylJ  <■„>■, 


F(x,  y)— F(#0,/o  ) 

TV»-*  -  H"  ^ 


I  1.2 

|)j»-l   _        rw,     1 

.v,.v„J  '.?v  XV1-'  -  ,  vn      , 


I  .  2  .  .  .  {  il  —  1  ) 

F(<7-f-.r,  b-\-y)  aurait  fourni  un  développement;  ana- 
logue, et  le  résultat  est  tellement  évident  que  nous  ne 
pensons  pas  devoir  insister. 

o.  Le  principe  du  n°  1  peut  trouver  d'autres  applica- 
tions intéressantes  dans  la  reclierclie  de  certaines  inté- 
grales définies.  Je  nie  bornerai  cependant  à  énoncer  le 
fait,  en  faisant  toutefois  mention  de  quelques  transfor- 
mations qui  peuvent  alors  être  mises  en  usage  et  en  me 
bornant  à  un  exemple. 

Nous  avons  trouve'; 

/     F  (a?)  dx  =  I     F  (  ;j.,  -i-  [x  —  jc  )  de 

"  1*1  "  ^i 

i°  Si    dans  cette  formule  on  suppose  [A,  ;=  —  y.,   on 

aura 

i  j*  .  ;'• 

I      ?{x)dx—  I     F(—  x)dx. 

2°  Si  la  fonction  F  (a:  )  «à  intégrer  se  trouvait  de  la 
forme 

/,( ./  :)/,(  x)/3i.  r  )..../;,(./•  )/,,+i  ../■'...  /'„'•'■   ■ 
on  pourrait  évidemment  écrire,  d'après  le  principe    i  . 

/     /*,(  y-,    h  ;x  -    aj)/a(|X,    h  [A  —  X  >/..  |X,    ■    ;j.  -      *)... 
./,,<  [X,        |A        ar)/^  («)€&?..  ./H(x)dx 
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Eu  particulier,  si  l'on  a  l'intégrale 


.  ! 


(a)  /    œP~-*{i  —  xyt-ldxy 

«    0 

par  exemple,  on  en  conclura  tout  de  suite  l'équivalence 

de 

i 

(i  —  x)p-1x<i-x 


f. 


dx 


3°  La  considération   de   l'intégrale   comme  une    aire 
plane  nous  conduit  enfin  à  écrire  immédiatement 


/     F  (  x  )  dx  ■==.  I  F  (  x  )  dx  -h   I  F  (  f*  i  -H  y-  —  x)  dx , 

'    l'i  '    V-t  *•  'fit 

ou  indifféremment 

/     ¥{x)dx  —  I       F(x)dx~h  l        F(\*.l-h\*.  —  x)dx. 

w  r  i  L  M-  [M  ^  v-  -+- i*  t 

3  2 

Ainsi,   par   exemple,    dans  l'intégrale   précédente  (a), 
posons 

/>  —  i  =  —  4 ,     q  —  i  =  —  {; 

on  pourra  écrire 

/^ 1    _i  _i 

/     a?   ?  (  i  —  a?  )   2 


dx 


i 


r2  -4        -4        r2        -t  -> 

/     a;  2(i  —  x)  " dx  -h  I     (i  —  ^')     x     dx 


—  2    I      a?    2  (  I  ■ —  .r  )    2  ûfa 

Prenant  la  transformée  de  cette  intégrale  nouvelle,  elle 


(   Ï58   ; 
se  réduira  à 


f   (l  —  x*\    ^dx—i    (i  —  4a;2)   '-Kir 
=  (  arc  sin  2  a?) g  2  =  -  ; 


d'où,  finalement, 

^.1 


X 


1 


.£•   2(1  —  .r  )    "  ûkr 


THÉORÈME  DE  CINÉMATIQUE  5 

Par  M.  E.  HABIGH, 

Directeur  de  l'Ecole  spéciale  des  Constructions  et  des  .Mines,  à  Lima. 


Soient  (A)  une  courbe  tracée  sur  le  plan  d'une  figure 
mobile  dans  son  plan-,  (B)  son  enveloppe  sur  le  plan 
fixe  5  (C)  et  (C)  les  courbes  roulantes,  c'est-à-dire  les 
lieux  du  centre  instantané  de  rotation  sur  le  plan  fixe,  et 
par  rapport  à  la  figure  mobile. 

Soient  K'  et  R  les  centres  de  courbure  de  l'envelop- 
pée (A)  et  de  son  enveloppe  (B)-,  O,  le  point  actuel  de 
contact  des  lignes  (  C)  et  (C),  c'est-à-dire  le  centre  in- 
stantané de  rotation;  et  02  le  centre  instantané  géomé- 
trique du  second  ordre.  Ce  dernier  point  est  situé, 
comme  on  sait,  sur  la  normale  commune  aux  courbes 
roulantes,  et  à  une  distance  de  0(  égale  à 


HIV 
K±TV 


010.== 


W  et  R/  étant  les  rayons  de  courbure  des  ligues  (C     el 

1 
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On  détermine  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe 
(B)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  trajectoire'décrite 
par  le  centre  de  courbure  K'  de  l'enveloppée  (A),   par 
la  formule  connue, 


H  est  la  projection  du  centre  instantané  du  second  ordre 
02  sur  la  normale  K/O,. 

Pour  interpréter  géométriquement  la  formule  (i), 
prenons  un  point  quelconque  I  du  plan,  joignons-le  aux 
points  K/,  O,  et  à  la  projection  H  du  centre  instantané  du 
second  ordre  Oo,  traçons  par  le  centre  01  une  parallèle 
0<L  à  III,  et  par  le  point  L  où  cette  parallèle  rencon- 
tre K'I,  la  droite  LK  parallèle  à  IO<  :  cette  dernière'ren- 
contre  ¥JO{  au  centre  K  de  l'enveloppe  (B). 

Effectivement  on  a 

KK'        K'L       K'O, 

d'où 


K'H 

Dans  les  constructions  de  la  formule  (i)  que  nous 
avons  eu  l'occasion  de  rencontrer,  dans  les  ouvrages 
qui  traitent  de  cette  question,  on  suppose  le  point  I  en 
coïncidence  soit  avec  le  centre  02,  soit  avec  un  point 
quelconque  de  la  droite  02H. 

Une  construction  inverse  donnerait  la  projection  H 
du  centre  de  second  ordre  02,  connaissant  les  centres  de 
courbure  K',  K  et  le  centre  instantané   de  rotation  02. 

Il  est  évident  que  cette  construction  est  applicable  au 
cas  où  le  centre  du  second  ordre  02  se  trouverait  sur  la 
normale  commune  à  l'enveloppée  et  à  l'enveloppe,  c'est- 
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à-dire  quand  il  serait  sa  propre  projection.  En  particu- 
lier, connaissant  les  lignes  roulantes  (C)  et  (C),  elle 
permettra  de  déterminer  le  centre  instantané  du  second 
ordre  02,  comme  l'avait  déjà  indiqué  M.  Pli.  Gilbert 
dans  son  excellent  Cours  de  Mécanique  anal)  tique 
(1877,  p.  58). 

Soient  maintenant  À7  et  À"  les  centres  de  courbure 
d'une  seconde  enveloppée  (rt)  et  de  son  enveloppe  (Z>), 
et  h  la  projection  du  centre  instantané  du  second  ordre 
02  sur  la  normale  0|A7. 

Prenons  le  point  d'intersection  des  droites  À'K'  et/iH 
qui  unissent  respectivement  les  centres  de  courbure  KJ 
et  K'  de  deux  enveloppées  [a)  et  (A)  et  les  projections 
h  et  II  du  centre  O^  sur  leurs  normales,  pour  le  point 
1  de  la  construction  donnée  plus  haut,  et  achevons-la. 
On  aura  O,  L  parallèle  à  H/d,  et  les  deux  centres  de 
courbure  À  et  K  des  enveloppées  (b)  et  (B)  se  trouve- 
ront sur  la  même  droite  LKÀ  parallèle  à  0,1.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  général  suivant  : 

Dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  les  droites  passant  par  les  centres  de  courbure 
de  deux  lignes  de  la  figure  mobile  et  par  les  centres 
de  courbure  de  leurs  enveloppes  sur  le  plan  fixe  se 
rencontrent  en  un  point  de  la  droite  menée  par  le  centre 
instantané  de  rotation,  parallèlement  à  celle  qui  joint 
les  projections  du  centre  instantané  du  second  ordre. 
sur  les  normales  au  premier  et  au  second  sy  stème  d'en- 
veloppées et  d'enveloppes. 

Si  le  centre  instantané  du  second  ordre  se  trouvait 
sur  une  des  deux  normales,  il  serait  Lui-même  sa  propre 
projection,  et  la  droite  O,  L  serait  perpendiculaire  à 
l'autre  normale.  En  particulier,  si  un  des  deux  systèmes 
de  courbes  tangentes    a  .     \  ^  ou  (&),  (r>).  était  cou- 
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stitué  par  les  courbes  roulantes  (C)  et  (C),  on  obtien- 
drait le  théorème  dû  à  Euler  (*),  mais  attribué  généra- 
lement à  Savary,  qui  l'avait  énoncé  sous  une  forme  pins 


explicite  que  Euler,  dans  ses  Leçons  de  Mécanique  à 
l'Ecole  Polytechnique,  à  savoir  : 

Les  droites  qui  joignent  les  centres  de  courbure  de 
V enveloppée  (A)  et  de  la  courbe  mobile  (C)  d'une 
part,  et  de  U enveloppe  (B)  et  de  la  courbe  jixe  (C)  de 
Vautre,  se  coupent  en  un  point  de  la  perpendiculaire 
élevée  au  centre  instantané  de  rotation  sur  la  normale 
commune  à  V enveloppe  et  à  V  enveloppée. 

Une  construction  inverse  de  la  construction  générale 
que  nous  avons  donnée  permettrait  de  déterminer,  avec 
la  même  facilité,  les  projections  h  et  H  du  centre  in- 
stantané géométrique  du  second  ordre  02,  connaissant  les 
centres  de  courbure  kr  et  K/  des  enveloppées  (a)  et  (A) 
,    et  k  et  K  de  leurs  enveloppes  (b)  et  (B),  correspondant 


(')  Su pplementum  de  figura  dentium  rotarum.  (Noçi  Commen- 
tarii  Académies  Petropolitanai,  t.  XI,  pro  anno  i  -j(Sr>  ;  imprime  ou 
1767,  pages  207  à  23 1  ). 
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à  la  position  considérée  de  Ja  figure  mobile.  Les  projec- 
tions Ji  et  H  une  fois  déterminées,  on  n'aurait  qu'à  tra- 
cer une  circonférence  de  cercle  par  ces  deux  points  et 
le  centre  instantané  de  rotation  0<,  pour  avoir  la  cir- 
conférence des  inflexions  dont  le  diamètre  passant  par 
0<  donne  la  direction  de  la  normale  commune  aux 
courbes  roulantes  (C)  et  (G),  et  le  point  diamétrale- 
ment opposé  à  O,  est  le  centre  instantané  du  second 
ordre  02. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  d'autres  manières  de  dé- 
montrer notre  tbéorème  général  et  sur  ses  conséquences, 
l'objet  unique  de  cette  Note  étant  de  l'établir  par  la 
voie  qui  nous  a  paru  la  plus  directe  et  la  plus  simple. 


RELATION  ENTRE  LES  DISTANCES  MUTUELLES  :  1°  DE  QUATRE 
POINTS  SITUÉS  SUR  UN  MÊME  CERCLE  ;  2°  DE  CINQ  POINTS 
SITUÉS  SUR  UNE  MÊME  SPHÈRE; 

Par  M.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


MM.  Roucbé  et  de  Comberousse,  dans  leur  excellent 
Traité  de  Géométrie,  établissent  ces  relations  en  s'ap- 
puyant  sur  la  règle  de  multiplication  de  deux  détermi- 
nants. 

Voici  une  démonstration  qui  nous  parait  nouvelle. 

Soient  (x,,j,),  (x2,  j.2),  [x9iJ9)t  (x4,J  ,  les  coor- 
données rectangulaires  de  quatre  points  \.  B,  G,  D  situés 
sur  un  même  cercle:  et  r/,,  />,,  e,,  d,  les  distances  res- 
pectives de  ces  quatre  points  à  un  point  quelconque  O, 
du  plan.  Exprimanl  que  ces  quatre  points  sonl  sur  un 
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même  cercle,  on  obtient  quatre  équations  tic  Ja  forme 


P/i 


aj  +  a^  +  p^  +  Y^:  o, 
b\  H-  a^?2  H-  [3  y2  H-  7  =  o, 
C?  -h  a.r3  H-  [5  y3  -f-  V  =  o, 


rf? 


a.r. 


Pr* 


7 


L'élimination  des  constantes  a,  [j,  y  donne 


a; 

JU  A 

fi 

I 

*I 

xt 

72 

I 

c\ 

3?3 

7*3 

I 

d\ 

xw 

7* 

I 

On  voit  sans  difficulté  que  cette  relation  exprime  que  : 
Dans  tout  quadrilatère  inscriptible,  si  l'on  multiplie  l'aire 
du  triangle  formé  par  trois  sommets,  par  le  carré  de  la 
distance  du  quatrième  sommet  à  un  point  quelconque  du 
plan,  la  somme  des  produits  relatifs  à  deux  sommets  op- 
posés est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Si  donc  A  est  l'aire  du  triangle  opposé  au  sommet  A, 
B  celle  du  triangle  opposé  au  sommet  B,  etc.,  la  relation 
précédente  peut  s'écrire 


Ka\  —  Bb\ 


0c\  —  T)d\  —  o. 


Soient  02,  03,  04  trois  autres  points  quelconques  du 
plan,  a2,  ^2}  c2,  d2  les  distances  respectives  du  point  O, 
aux  points  A,  B,  C,  D,  etc.  On  aura,  comme  plus  haut. 


ka\  —  Bb\-+-Gc\- 

-Ddl  —  o, 

ka\  —  Bbl-hCcl- 

-Ddl=zo, 

Aal—Bbl  -h  Ce* 

-Ddl  =  o. 

L'élimination   des  constantes   A,  B,   C,  D  entre  ces 
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quatre  dernières  équations  donne  la  relation 


a\ 

*î 

c\ 

rfî 

«î 

6i 

rf| 

«; 

h 

9 

C3 

«3 

ai 

/>■' 

c| 

rfj 

o, 


qui  est  une  relation  entre  les  distances  respectives  de 
quatre  points  d'un  cercle  à  quatre  points  quelconques  de 
son  plan. 

Pour  en  déduire  la  relation  que  nous  avons  en  vue,  il 
suffit  de  supposer  que  O,  coïncide  avec  A,02  avec  15,  etc. 

Le  même  procédé  est  applicable  à  la  recherche  de  la 
relation  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  points  sur 
une  même  sphère. 

Enfin  on  peut  l'appliquer  à  la  recherche  des  relations 
entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  points  situés  d'une 
manière  quelconque  dans  un  plan,  de  six  points  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

Cette  recherche  se  fait  sans  difficulté  à  l'aide  de  ce  qui 
précède  5  pour  cinq  points  d'un  plan,  cette  relation  est 


o 

*.i 

rfl.l 

*,* 

*.l 

d*xt 

o 

d\ ,  3 

*,» 

rf,,5 

'/,,, 

rf»,l 

0 

rf8fl 

*,l 

'Aj 

rfM 

</.., 

0 

*.• 

4m 

'/->.•> 

d,,, 

«,• 

0 

O, 


r//,i  désignant  le  carré  de  la  distance  du  point  i  au  poilil  /  , 
en  appelant  i,  a,  3,  4i  5  les  cinq  points,  et  en   posant 
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COMPOSITIONS   DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE   DANS 
LES  DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1880 

[suite  (*)]. 


Bordeaux. 

Composition  d'Analyse.  —  Equation  différentielle 
des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  représentées 
par  une  équation  contenant  un  paramètre  variable. 

Extension  aux  trajectoires  obliquangles. 

Application  aux  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
représentées  par  l'équation 

œ*  ~+~  f2  —  2^+«2  =  o, 

\  étant  le  paramètre  variable. 

Etendre,  si  le  temps  le  permet,  la  recherche  des  tra- 
jectoires orthogonales  ou  obliquangles  au  cas  des  courbes 
représentées  par  des  équations  en  coordonnées  polaires. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  matériel  M 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  CD  est  attiré  vers  le 
point  O  par  une  force  qui  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  Ce  corps  part  sans  vitesse  d'un 
point  A  de  la  droite.  On  demande  : 

i°  De  déterminer  la  vitesse  du  point  M  à  un  instant 
donné  (indiquer  diverses  méthodes); 

2°  De  trouver  la  pression  exercée  par  le  point  M  sur  la 
droite  OA; 

3°  De  résoudre  complètement  le  problème  en  suppo- 
sant les  angles  O  et  X,  que  font  les  droites  OM,  OA  avec 


(l)  Nouvelles  Annales,  3e  série,  t.  I,  p.  1 33. 

Ann,  de  Matkémat.,  3e  série,  1.  I  (Octobre    i88a)  3o 


(  m  ) 

la   perpendiculaire    à   CD,    assez  pelils  pour    que  l'on 

fj2  y2 

puisse  poser  cosf)  =  i -j   cos  ot  =  i Exprimer 

en  fonction  de  H  le  temps  t  que  le  mobile  met  à  atteindre 
une  position  M  quelconque  ; 

4°  De  déterminer  la  longueur  L  du  pendule  simple 
OU'  qui,  vu  du  point  O,  paraîtrait  osciller  dans  le  même 
temps  que  le  point  M  (OM  et  OM'  doivent  toujours 
former  le  même  angle  Q  avec  la  perpendiculaire  à  CD, 
au  degré  d'approximation  indiqué). 

Epreme  pratique.  —  Le  i  2  mars  1880,  on  a  ob- 
servé a  d'Orion  vers  l'Ouest,  à  i4°23'  i5v,  23  au-dessus 
de  l'horizon.  On  demande  de  calculer  l'heure  sidérale 
de  l'observatoire  et  l'azimut  de  l'étoile  à  l'instant  de 
l'observation.  Les  coordonnées  de  a  d'Orion  sont 

3\  =  5h48m42s,2I. 
8  =  7°22   07    ,  2. 

La  latitude  du  point  d'observation  est  4  i" 5o'i()",o. 

Caen. 

Composition  <le  Géométrie  analytique*  —  TrQuver 

le  lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  dont  on  connaît  un 
sommet  el   une  asymptote. 

Composition  d'  \nalyse  et  de  Mécanique*  —  ^Cal- 
culer 

a2cos2 ./  -;-  h-  sinsd5 


j 


<•-<•<»-./•    -  <tl  sin-  ./ 


dx 


■>"  Déterminer  sur  une  surface  gauche  de  révolution 
les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  rectilîgnes. 

3"  Déterminer  l'accélération  totale  d'un  point,  con- 
naissant son  mouvement  relatif  |>;n-  rapport  ;'■  certains 
;i\c^  el  !<•  mouvement  <lc  ces  axes, 


(  4<î-  ) 

4°  Une  barre  homogène  et  très  mince,  reposant  sur 
un  plan  horizontal  parfaitement  poli,  est  choquée  par 
une  bille  dont  la  vitesse  est  perpendiculaire  à  la  barre; 
en  supposant  les  deux  corps  parfaitement  élastiques,  on 
demande  le  mouvement  qu'ils  prendront  après  le  choc. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphé- 
rique. 

Grenoble. 

Composition  cV Analyse.  —  Trouver  une  courbe 
plane  telle  que,  si  d'un  point  fixe  pris  dans  son  plan  on 
mène  des  rayons  vecteurs  à  ses  différents  points,  le  lieu 
de  la  projection  du  centre  de  courbure  sur  le  rayon 
vecteur  correspondant  soit  une  courbe  symétrique  de 
la  proposée  par  rapport  au  point  fixe. 

On  vérifiera  que  la  courbe  trouvée  satisfait  bien  à  la 
condition  énoncée. 

Composition  de  Mécanique.  —  On  donne  un  cy- 
lindre vertical  à  base  circulaire,  et  par  un  point  B  de  sa 
surface  on  lance  un  point  matériel  pesant,  assujetti  à 
rester  sur  la  surface  de  ce  cylindre.  La  vitesse  initiale 
est  V0;  elle  fait  un  angle  a  avec  la  génératrice  du 
point  B. 

On  demande  de  déterminer  le  mouvement  du  point. 
On  demande  en  outre  de  déterminer  à  quelle  hauteur 
maximum  il  s'élèvera. 

Quelle  doit  être  la  vitesse  initiale  V0  pour  que  le 
point,  en  atteignant  cette  hauteur  maximum,  se  retrouve 
sur  la  génératrice  du  point  de  départ  B? 

Trouver  la  forme  que  prend  la  trajectoire  du  mobile 
lorsqu'on  développe  la  surface  cylindrique  sur  un  plan. 

Calculer  la  réaction  du  cylindre  sur  le  point. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  mesuré  en  un  lieu  de 
la  Terre  les  hauteurs  d'une  étoile  et  du    centre   de   la 


(  4G8  ) 
Lune  au-dessus  de  l'horizon,  ainsi  que    leur  différence 
d'azimut,   et  l'on   demande  sous  quel  angle  leur  dis- 
tance serait  vue  du  centre  de  la  Terre,  en  tenant  compte 
de  la  réfraction. 

Données. 

Hauteur  de  l'étoile 27°35' 

Hauteur  du  centre  de  la  Lune 35°2o' 

Différence  des  azimuts i3°i  3' 

Parallaxe  horizontale  de  la  Lune.. 

Réfraction  0  =  6o/;,  6  tang^,  z  étant  la  distance  zéni- 
thale de  l'astre. 

Lyon. 

Composition  d'Analyse.  —  On  demande  d'intégrer 
l'équation 

(  V3 -h  2 xy- )  dy  —  iy% dx  -{-  {x-\- y){x dy  —  x dx )  =  o. 

On  indiquera  de  plus  la  marche  à  suivre  pour  trouver 
un  facteur  d'intégrabilité  homogène,  quand  l'équation  à 
intégrer  présente  cette  forme. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  mobile  libre,  non 
pesant,  est  attiré  vers  deux  centres  fixes  par  deux  forces 
proportionnelles  à  la  distance  et  dont  les  intensités  sont 
respectivement  comme  i  à  3,  à  L'unité  de  distance. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  mobile  en 
supposant  «ju'il  M>ii  d'abord  en  repos  el  que  1»'  mouve- 
ment ait  lieu,  s<>ii  dans  le  vide,  soit  dans  an  milieu  ré- 
sistant. <  )n  admettra  dans  ce  dernier  cas  que  la  résis- 
tance es!  proportionnelle  à  la  vitesse  el  a  un  coefficient 
très  faible* 

Epreuve  pratique.  En  an  ïieu  dent  la  latitude 
est  égale  à  .jS °5o  jo  .  on  trouve,  à  un  momenl  donné, 
pour  hauteur  d'une  étoile  i3°5^  5a'  et  pour  déclinaison 
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8°25'45'/?2.    On  demande  l'angle  horaire  de  l'étoile   au 
moment  de  l'observation. 

Montpellier. 

Composition  d'Analyse.  —  Déterminer  l'équation 
finie  d'une  courbe  gauche  d'après  les  conditions  sui- 
vantes : 

i°  La  courbe  est  située  sur  la  surface  du  cône 
x*-%-y2'—  k*z2; 

2°  Toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  rencontrent  le 

cercle 

z  —  h,     x%  -t-  y2  ==  a2. 

Rectification  de  la  courbe.  Calcul  de  la  surface  du 
cône  comprise  entre  l'arc  de  la  courbe  et  deux  généra- 
trices fixes. 

Composition  de  Mécanique.  —  Equations  de  l'équi- 
libre d'un  fil  flexible.  Application  à  la  chaînette. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  trouvé  pour  les  distances 
zénithales  de  deux  étoiles  les  valeurs 

Z   rzz73°I9'26/',5, 

zfz=zfa°WW,3, 
leurs  déclinaisons  étant  d'ailleurs 

D'=8i034', 

et  la  différence   M. —  JR!  de   leurs    ascensions  droites 

étant 

78«49/38//,3. 

On  demande  :  i°  d'indiquer  les  opérations  à  effectuer 
pour  trouver  l'angle  du  vertical  d'une  de  ces  étoiles  et 
de  son  plan  horaire;  2°  en  supposant  que  cet   angle  ait 
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été  trouvé  égal  à  43°  20/8%  3,  calculer  la  latitude  du  lieu 
et  l'angle  horaire  correspondant  à  l'observation  des 
deux  astres  faite  simultanément  par  deux  observateurs. 

Nancy. 
Composition  d'Analyse.   —    i°   Soit  une  intégrale 

définie    /     f(x)dx,  dans  laquelle  f(x)  devient  infinie 

° o 

pour  une  valeur  x  =  c  comprise  entre  a  et  b  ;  suppo- 
sons qu'on  puisse  mettre  f{x)  sous  la  forme 

«étant  positif,  et  o(x)  n'étant  pas  nul  pour  x  =  c  et 
restant  fini  entre  x  =  a  et  x  =  /;. 

On  demande  d'expliquer  dans  quel  cas    /    f(x)dx 
sera   fini,   dans    quel   cas  /    f  (x)  dx  sera  infini. 

Exemples  à  prendre  : 
sin  x  dx 


f 


œ 


£ 


cas  p&  >i  11   ?xdx. 


v2  "• 

On  demande  de  démontrer  que  /    f(x)dx  peut  être 

indéterminé.    Les  candidats   choisiront   pour   exemple 

C     dx  ! 

1       — >  et  montreront  comment  cette  intégrale  pourra 


-1     x 


devenir  déterminée  si  l'on   fail   varier  x  de  — 1  à  -f- 1 
en  le  faisan  I  passer  par  des  valeurs  imaginaires. 
20  Prouverque  l'équation  différentielle 

(  1  -  f-  -+-  n  (n  -f- 1  )  y  =  o, 

</./-  dx 
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où  n  est  un  nombre  entier  positif,  peut  être  satisfaite 
par  un  polynôme  entier  et  comment  on  peut  en  con- 
clure la  solution  générale. 

Composition  de  Mécanique.  —  i°  Démontrer  le 
principe  de  d'Alembert. 

2°  Etudier  le  mouvement  du  pendule  cyeloïdal  dans 
un  milieu  qui  résiste  proportionnellement  à  la  vitesse. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphé- 
rique. 

Toulouse. 

Composition  d'Analyse.  —  On  considère  la  surface 
enveloppe  de  la  sphère  représentée  par  l'équation  con- 
tenant deux  paramètres  arbitraires  a  et  b, 

(*-ay+(y-by  +  l2-F(b)Y  =  f(a), 

F  et  o  étant  deux  fonctions  données  quelconques.  Trou- 
ver les  lignes  de  courbure  de  cette  surface.  On  mon- 
trera que  les  lignes  de  courbure  sont  des  lignes  planes 
et  que  les  plans  d'un  des  systèmes  sont  parallèles  au 
plan  des  yz. 

Composition  de  Mécanique.  —  Une  plaque  pesante, 
homogène,  infiniment  mince,  d'égale  épaisseur  et  dont 
la  forme  est  celle  d'un  triangle  rectangle,  peut  tourner 
dans  un  plan  vertical  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à 
ce  plan  et  passant  par  le  sommet  de  l'angle  droit.  Dé- 
terminer : 

i°  L'angle  que  fait  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit 
avec  l'horizontale  située  dans  le  plan  d'oscillation  de 
la  plaque  et  passant  par  le  sommet  de  cet  angle  droit, 
quand  la  plaque  est  en  équilibre  ; 

2°  L'amplitude  des  oscillations  que  la  plaque  exécute 
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lorsqu'on  l'abandonne  à  son  poids  après  avoir  amené  le 
côté  considéré  dans  une  position  horizontale. 

Epreuve  pratique.  —  Une  étoile  dont  la  déclinaison 
est  +  i5°  passe  au  méridien  d'un  lieu  à  2h  (temps  si- 
déral). La  latitude  du  lieu  est  35°.  A  quelle  heure 
sidérale  l'étoile  se  couchera-t-elle?  [A.  suivre.) 


CORRESPONDANCE. 


Lettre  de  M.  H.  Faure,  chef  d'escadrons  d' Artillerie 

en  retraite. 

Dans  mon  Mémoire  sur  la  Théorie  des  indices ,  j'ai 
démontré  le  théorème  suivant  {Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  ;  1 876,  p .  3 1 7  )  : 

Si  Ion  prend  sur  une  sphère  de  rayon  R,  dont  le 
centre  est  au  point  O,  deux  points  a  et  b\  et  su/-  mie 
autre  sphère  de  raj  o/j  IV,  dont  le  centre  est  au  point  Cy, 
deux  points  a  et  b,  on  a  la  relation 

aa'  .  bb'  —  ab'  .  ba' 

—  bab.a'b'[Y{W  cosÏT'  cos6  -+-  (O.  7)  (O',  7')  cosDD'], 

dans  laquelle  y  et  y*  indiquent   les   droites  a/>,  a'b'; 
(O,  y)   et   (0',y)   sont  les  distances  des  centres  à  ces 
droites,  8  est  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  sphèn 
enfin  D  et  IY  sont  les  plans  diamétraux  Oub,  O'a'b'. 

La  question  1  \\  lest  un  cas  très  particulier  <le  cette 
relation.  Il  suffit  d'y  supposer:  i°  que  les  sphères  (> 
et  O'  se  coupent  à  angle  droit;  2°  que  les  plans  1)  el  Dr 
sont  rectangulaires. 

Cela  suffit  pour  que  la  relation  indiquée  par  M.  Schrôter 


(  4?3  ) 

ait  lieu.  Pour  avoir  l'énoncé  même  de  la  question  1414, 
il  faut  encore  supposer  que  les  plans  D  et  Df  passent  par 
la  ligne  des  centres. 

Note  du  rédacteur.  —  La  démonstration  directe  du  théorème  de 
M.  Schroter,  dont  l'énoncé  est  très  simple,  n'exige  la  connaissance 
d'aucune  nouvelle  théorie  ;  elle  s'appuie  entièrement  sur  les  proposi- 
tions les  plus  connues  de  la  Géométrie  élémentaire.  La  question  1414 
reste  au  nombre  des  questions  proposées  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques.  (G.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question    1337 

(  voir  2°  série,  t.  XVIFI,  p.  480)  ; 

Par  M.  E.  FAUQUEMBERGUE. 

Trouver  un  cercle  par  rapport  auquel  la  cissoïde  se 
transforme  en  elle-même  par  polaires  réciproques. 

(F.  FOURET.) 

Soit 

(1)  F(<^7  y)  =^r(^2-f- y2) —  #y2  =  o 

l'équation  de  la  cissoïde  donnée.  Cette  courbe  étant  sy- 
métrique par  rapport  à  l'axe  des  x,  le  cercle  directeur 
cherché  aura  son  centre  sur  cet  axe,  et  son  équation  sera 
de  la  forme 

(2)  /(^/)  =  ^4-72+A^  +  G  =  o. 

On  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  polaire  réci- 
proque de  la  cissoïde  en  éliminant  x  et  y  entre  l'équa- 
tion (1)  et  les  relations  suivantes  : 

IL-îL-IL 

F.',,  -  f;  -  f:  ' 
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c'est-à-dire 

„  2^,-bA  rt         Aa?t+  2C 

Multipliant  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  a 
et  ajoutant  terme  à  terme  avec  le  dernier,  on  en  déduit 

(2fl+A)^1  +  Aa  +  2C    1  }\ 


Sa                       x*  y\x  — a) 
et 

(2fl  +  A)j;1  +  Àa  +  2C     r  _A^r1H-2C 

3  a                      .r2  —  a  j'2 

Si,  maintenant,  on  multiplie  ces  deux  proportions 
l'une  par  l'autre,  après  avoir  élevé  la  première  au  carré, 
on  obtient 

(2a  +  A)  j'1  +  AaH-2Cl3   1  y?(  A.r,  -+-  2C) 


[(2«  +  A)lr1  +  Aa  +  2Cl 

(4>  L ^ J 


■  r1'        — ay'*(x  —  a)- 
Or,  l'équation  (1)  peut  s'écrire 
(5)         œz—(a  —  ^'),>'2?     d'où     œG  =  (a —  a-)-\''  : 
l'équation  (4)  devient  donc 

—i —      +-  (  V^i  +  2C    =0. 

Pour  identifier  cette  équation  avec  l'équation  (5      il 
suffit  de  poser 

•?.  f/+À  =  3a     et      W-1-2C—  «1. 
d'où 

»                     />            "~ 
A  =:  <7      et      (  i  =: • 

> 

Par  suite,  le  cercle  elierelié  a  pour  équation 

2 
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OU 

a\2         ,       3a2 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et 
Leinekugel. 

Question  140-4 

(voir  3*  série,  1. 1,  p.  335); 

Par  M.  MORET-BLANC. 

On  peut  toujours  trouver  deux  nombres  t  et  u,  tels 

que 

A^+B«2+C 

soit  divisible  par  7  ;  A,  B,  C  étant  trois  nombre  sentiers, 
positifs  ou  négatifs,  non  divisibles  par  n . 

(Pellet.) 

Il  suffît  de  prouver  que  l'on  peut  toujours  choisir  t 
et  u  de  telle  sorte  que  le  résidu  de  At3  -+-  Bu2,  par  rap- 
port au  module  y,  soit  l'un  quelconque  des  nombres  1, 
2.  3,  4f  %>  6;  et,  par  conséquent,  qu'ajouté  au  résidu 
de  C,  il  donne  une  somme  égale  à  7. 

Les  résidus  de  t3  sont  o,  1,  6;  ceux  de  u2  sont  o,  1, 
2,  4. 

On  a  donc  la  Table  de  résidus  suivante  : 

A.                       A£3.  B.                         Bu\ 

1 0,1,6  1 0,1 ,2,4 

2 o,2,5  2 0,2,4,1 

3 o,3,4  3 o,3,6,5 

k o,4,3  k 0,4,1,2 

5.. 0,5,2  5 o,5,3,6 

6 0,6,1  6 o,6,5,3 

Il  faut  vérifier  que,  quels  que  soient  les  résidus  de  A 
et  B,  on  obtient  les  nombres  1 ,  2,  3,  4,  5,  6  en  ajoutant 
un  résidu  de  At3  à  un  résidu  de  Bit2.  La  vérification  se 
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fait  immédiatement  sur  les  deux  premières  lignes  5  or 
elle  suffit,  car,  en  multipliant  les  résidus  1,2,  3,  4?  5>  £> 
par  un  nombre  quelconque  premier  avec  7  et  divisant 
par  7,  on  ne  fait  que  reproduire  les  mêmes  résidus  dans 
un  autre  ordre. 

La  vérification  des  lignes  1  et  1  entraine  donc  la 
vérification  des  lignes  2  et  2,  3  et  3,  4  et  4,  5  et  o,  6  et  6; 
et,  par  suite  de  deux  lignes  de  rangs  quelconques,  car 
on  a  toutes  les  combinaisons  de  valeurs,  comme  on  le 
voit  dans  le  tableau.  Le  théorème  est  donc  démoutré. 


Question   1408 

(  voir  3*  série,    t.  I,   p.   33C); 

Par  M.  LIONNET. 

Trouver  les  nombres  pairs  et  positifs  ayant  chacun 
cette  curieuse  propriété  d'être  d'autant  de  manières  la 
somme  de  deux  impairs  premiers  que  celle  de  deux 
impairs  composés.  (Liojsnet.) 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  ferons  usage  de  la 
formule 

dont  nous  avons  donné  la  démonstration  ('),  et  dans 
laquelle  <y  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  le  quart  d'un  nombre  pair  et  positif  quelconque  2<v, 
x  le  nombre  des  manières  dont  :>.a  est  la  somme  de  deux 
impairs  premiers, y  celui  dont  ia  est  la  somme  de  deux 
impairs  composés  et  inégaux,  et  z  celui  des  impairs  pre- 
miers inférieurs  à  ia. 


(')     Vouvelles     \nnalcs  -h     Mathématiques  série,  1.   Will. 

p,   156. 


(  177  ) 
Cela  étant,  nous  distinguerons  trois  cas,  selon  que  a 
est  pair,  impair  premier,  ou  impair  composé.  Dans  chacun 
des  deux  premiers  cas,  2 a  n'étant  pas  la  somme  de  deux 
impairs  composés  égaux,  chaque  fois  que  nous  trou- 
verons x  =y  ou,  bien  plus  facilement,  q  =  z,  nous 
aurons  pour  ia  une  solution  du  problème  proposé.  Dans 
le  troisième  cas,  il  faudra  qu'on  ait  x  =  y  4- 1  ou 
q  —  z  = —  1.  Or,  de  2a  =  2  à  ia  =  122,  on  ne  trouve 
que  les  six  solutions  comprises  dans  le  tableau  suivant  : 

la q  4-  x  —  y  4-  z, 

96 24  4-   7  =  7  4-  24, 

98 24 -f-  4=  3 -+- 25, 

IOO 25  4-    6  r=    6  4-25, 

102 254-9=    84-26, 

120 3o  4-12=124-  3o, 

122 3o  4-  4=  4  H-  3o, 

et,  pour  chacune  des  trente  valeurs  suivantes  et  consé- 
cutives de  2  a  : 

Î224-2,     1224-4?        ..'••?        I224-6o=l82, 

on  trouve  constamment  q  —  z  ^>  o.  S'il  en  est  ainsi  pour 
toute  valeur  de  ia  >>  182,  il  est  clair  que  les  six  nombres 
inscrits  au-dessous  de  2  a  dans  le  tableau  précédent  ré- 
pondront seuls  à  l'énoncé.  C'est  ce  que  nous  allons 
établir  en  nous  appuyant  sur  le  principe  suivant  : 

Quelle  que  soit  la  différence  q  —  z  [négative,  nulle 
ou  positive),  relative  à  un  nombre  pair  ià^>^,la  diffé- 
rence q' — z  ,  relative  au  nombre  pair  ia'=-  ia  4-  60, 
sera  au  moins  égale  à  q  —  z. 

En  effet,  comme  on  aura  q'—  <y  =  i5,  il  suffira  de 
prouver  que   z' — z  est  au  plus  égal   à   i5,   c'est-à-dire 


(  i7«  ) 
que,  parmi  les  trente  impairs  consécutifs, 

2a-\-i,  2<2  4-3,    ...,  2a  +  5g, 

il  y  a  au  plus  quinze  impairs  premiers  ou  au  moins 
quinze  impairs  composés.  Or,  parmi  trente  impairs  con- 
sécutifs >  5,  il  y  a  :  i°  deux  impairs  composés  multiples 
de  i5  ;  2°  (6  —  2)  =  4  impairs  composés  multiples  de  5 
et  premiers  à  3  ;  3°  (10  —  2)  =  8  impairs  composés  mul- 
tiples de  3  et  premiers  à  5  ;  4°  au  moins  4  impairs  com- 
posés multiples  de  7,  dont  il  faut  déduire  au  plus  un 
multiple  de  35  pouvant  se  trouver  parmi  les  multiples 
de  5  déjà  comptés  comme  impairs  composés,  puis  deux 
multiples  de  21  pouvant  se  trouver  parmi  les  multiples 
de  3.  Il  restera  donc  au  moins  un  impair  composé  mul- 
tiple de  y  et  premier  à  10,  lequel  nombre  1,  ajouté  au 
nombre  (2-f-4  +  8)  =  i4  des  impairs  composés  non 
premiers  à  10,  donne  un  minimum  de  quinze  impairs 
composés  différents. 

Ce  principe  étant  démontré,  si  l'on  ajoute  60  à  chacun 
des  trente  nombres  pairs  consécutifs  124,  126,  . .  .,  182 
pour  chacun  desquels  on  a  q  —  z  ^>  o,  on  obtiendra  une 
nouvelle  série  184,  186,  ...,  242  de  trente  nombres 
pairs  consécutifs  faisant  suite  à  la  précédente,  et  pour 
chacun  desquels  on  aura  encore  q —  z  ^>  o,  et  ainsi  de 
suite }  donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  aucune  valeur 
de  2rt,  supérieure  à  122,  n'est  une  solution  du  pro- 
blème proposé;  c'est  ce  qu'il  restait  à  démontrer. 

Question   1409 

(  voir  .;"  série,  t.  1 ,  |>.  338  ); 

Par  M.  E.  BÉNÉZEGH, 
Elève  .m    Prytanée  militaire,  à   La   Flèche. 

(  )ucUr  râleur  laui-il  donna-  à  l'angle  A  du  sommet 
d'un  triangle  isôscèle    V.BG,  pour  que  le  quadrilatère, 


(  1;o  ) 

ayant  pour  sommets  les  pieds  V,  IV,  (7  des  trois  hau- 
teurs du  triangle,  et  le  milieu  de  la  droite  qui  joint 
leur  point  de  concours  au  sommet  A,  soit  un  parallélo- 


gramme i 


8 


?  (LlOMMET.) 


Soient  M  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  D  le  mi- 
lieu de  MA. 

Les  quatre  points  A',  B',  C,  D  se  trouvent  sur  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle,  l'angle  B'DC  est  le  supplé- 
ment de  B'A'C,  et,  comme  ces  deux  angles  doivent  être 
égaux  entre  eux,  pour  que  le  quadrilatère  B'DC'A'  soit 
un  parallélogramme,  chacun  d'eux  est  droit.  Il  faut,  de 
même,  que  les  angles  DB'A',  DCA'  soient  droits.  Le 
triangle  ABC  étant  isoscèle,  A'B'  est  égal  à  A'C':  ainsi  le 
parallélogramme  est  un  carré. 

Le  quadrilatère  AB'MC  est  inscriptible  dans  un  cercle 
dont  D  est  le  centre  :  donc  l'angle  A  est  égal  à  45°  (  *  )• 

Note.—  Même  solution  de  MM.  L.  Reboul;  E.  Dervillée  ;  Clausset; 
Clavel;  Robaglia;  Régnier,  élèves  au  Prytanée  militaire,  à  la 
Flèche  ;  et  par  M.  Victor  de  Strékalof,  à  Saint-Pétersbourg 

M.  Moret-Rlanc  a  résolu  la  question  au  moyen  de  calculs  trigono- 
métriques  qui  ont  donné,  pour  l'angle  A,  les  valeurs  45°et  i35°. 


QUESTION». 


1423.  On  donne  une  conique  fixe  et  deux  points  A 

A'  situés  sur  une  tangente  à  cette  courbe. 

Par  le  point  A',  on  mène  une  seconde  tangente  qui 


(')  Cette  solution  suppose  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  est 
intérieur  au  triangle  ABC;  lorsque  ce  point  est  extérieur  au  triangle, 
l'angle  A  est  de  i35°.  Dans  les  <\vn\  cas,  le  côté  du  carré  est  égal  à 
la  moitié  de  la  base  du  triangle.  (G.) 
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touche  en  un  point  d  la  conique.  On  mène  la  droite  Ad 
qui  rencontre  de  nouveau  la  conique  au  point  e,  la 
droite  A' e  qui  coupe  la  conique  au  point  f,  et  enfin  la 
droite  A/  rencontrant  de  nouveau  la  conique  au  point  g. 
Démontrer  que  la  tangente  à  la  conique  au  point  g,  et 
la  droite  A!ef  se  coupent  en  un  point  de  la  seconde  tan- 
gente menée  du  point  A. à  la  courbe. 

(Genty.) 

1424.  Étant  donnés  un  ellipsoïde  et  un  point  A,  on 
mène  par  ce  point  une  sécante  variable  D;  soit  D,  la 
droite  conjuguée  de  D  par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Trouver 
le  lieu  de  la  projection  M  du  point  A  sur  la  droite  D, . 

(Barbariw.) 

142o.  La  normale  en  M  à  une  parabole  rencontre 
cette  courbe  en  un  second  point  N,  et  son  axe  en  P.  Par 
le  point  Q  milieu  de  MjNt,  on  mène  une  parallèle  à 
l'axe  de  la  parabole,  et  du  point  M  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire MR.  sur  cette  droite  : 

i°  Démontrer  que  PR  est  perpendiculaire  à  MN5 
i°  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  R  lorsque  le 
point  M  se  déplace  sur  la  parabole. 

(Chàmbon.) 

1426.  D'un  point  P  pris  sur  la  sphère  circonscrite  à 
un  tétraèdre,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
quatre  faces  du  tétraèdre  : 

i°  Démontrer  que  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
sont  dans  un  même  plan} 

20  Trouver  L'enveloppe  <!<•  ce  plan. 

I    AUQl  FMBFÏU.l  F 
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SIR  LES  PROPRIÉTÉS  MÉCANIQUES  RE  LA  LEMMSCATE  5 

Par  M.  H.  RESAL. 


1.  Préliminaires.  —  On  sait  que  la  lemniscate  de 
Jacques  Bernoulli  est  un  cas  particulier  de  l'ellipse  de 
Cassini,  et  qu'elle  est  définie  par  la  condition  que  le 
produit  des  distances  de  chacun  de  ses  points  m  à  deux 
points  fixes  ou  foyers  F,  F'  est  égal  au  carré  de  la 
moitié  A  de  la  distance  focale. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  milieu  O  de 
FF';  pour  axe  des  x  la  direction  de  la  distance  focale. 
On  trouve  facilement,  pour  l'équation  de  la  courbe, 

(x-  +  y-)-+-  2k°-(  y2  —  x2)  —  o. 

Soient  /'  le  rayon  vecteur  O/m,  o  l'angle  qu'il  forme 
avec  Ox,  et  posons 

(0  ^~ 

V/2 

Nous  aurons,  pour  l'équation  polaire  de  la  courbe, 

/*2  =  «2COS2<p. 

La  lemniscate  est  formée  de  deux  boucles  qui  se  réu- 
nissent à  l'origine  par  un  point  double. 

Il  nous  sera  plus  commode,  dans  ce  qui  suit,  de  sub- 
stituer aux  axes  coordonnés  ci-dessus  les  droites  qui 
sont  respectivement  inclinées  sur  eux  de  l'angle  de  45°, 
et,  en  désignant  par  9  l'angle  formé  par/'  avec  le  nouvel 
axe  des  .r,  nous  aurons 

œ  =  45°—  6, 

(2)  /,2  =  a2siii2  0, 

(3)  r  —  ay/sin20, 

«COS26    ,„ 

(4)  dr  =-====  M. 

y/sin2  6 

Ann.  de  Mathêmat.,  3e  série,  t.  1.  (Novembre  i88i.  )  3l 
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i°  Tangente. —  On  a 

r  -j-  —  tang20, 
dr 

ce  qui  exprime  que  la  tangente  forme,  avec  le  ri  m 
secteur ,  un  angle  égal  au  double  de  l'ajigle  pol 
On  voit  ainsi  que   les    axes   sont   tangents  en   O     la 
courbe. 

2°  Sous-tangente .  —  Elle  a  pour  expression 

r  S1112  0=:  —  • 

a- 

3°  Rectification.  —  Si  ds  est  l'élément  de  la  cou  e, 
on  a 

dr  =  ds  cos  2  6  ; 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

ad§ 

( .  >  )  ds  =    ,  > 


=•/ 


sin2  0 
d§ 


y/sin2  6 
Si  nous  posons 

sin2Ô  =  cos2a, 
on  a 

„v  sinacosacta  cos  a  dz  cosar/ 

d  0  = 


\/i  —  cos4  a  y/i-f-cos2a  \Ji\J\- 

et 

5  = 


V2*/    Vi  — |sin2a  ,/    ^ 


y/i  —  |sin2a 
fonction  elliptique  de  première  espèce,  dont  le  me 


est  4  /  -  •  On  retombe  ainsi  sur  une  formule  de  M.  Se 
4°  Hayon  de  courbure.  —  L'angle  formé  par  la 
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çente  avec  Ox  étant  30,  l'angle  de  contingence  est  3  r/0. 
Nous  avons,  en  nous  reportant  à  la  formule  (5),  pour 
le  rayon  de  courbure, 

ds  a 


(6) 


3^°~     3  v/sin  2  0 


ou  encore 


a- 


m  p=Fr- 

5°  Quadrature.  —  L'aire  comprise  entre  la  courbe  0.r 
et  un  rayon  vecteur  quelconque  a  pour  expression 

(7)  A=-f     ridO  =  —         sin20=^sin26. 

2  ^o  2  -A)  4 

Pour  une  boucle  entière  8  =  90°,  d'où  la  valeur 
connue 

V 

2.  Théorème  de  Saladini  (*).  —  Quelle  est,  parmi 
toutes  les  courbes  comprises  dans  un  même  plan  ver- 
tical ayant  une  même  origine,  celle  pour  laquelle  un 
point  pesant  partant  du  repos  en  cette  origine  parcourt 
un  arc  de  longueur  quelconque  dans  le  même  temps 
qu'il  mettrait  à  décrire  la  corde  correspondante. 


(')  Memorie  ciel  Istituto  nazionale  italiano,  t.  I,  p.  49  (i8o4). 
Fuss,  en  i8'i5. (Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg, t.  IX),  a  donné,  du  théorème,  une  solution  analytique 
plus  simple  que  celle  de  Saladini. 

Enfin,  en  1867  (Mémoires  de  la  Société  d'émulation  du  Doubs), 
sans  connaître  les  auteurs  précédents,  je  me  suis  posé  la  question, 
et  je  l'ai  résolue  géométriquement.  J'ai  reproduit  cette  solution  géo- 
métrique dans  mon  Traité  de  Cinématique  pure,  et  clans  mon  Traite 
de  Mécanique  générale,  t.  I. 


(  l»4  ) 

Soient 

Ox  la  verticale  du  point  de  départ  O-, 

/•  le  rayon   vecteur    d'un    point   quelconque    m  de    la 

courbe; 
8  l'angle  que  forme  ce  rayon  avec  Ox  ; 
0o  la  valeur  de  cet  angle  en  O. 

L'équation  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement 
du  point  sur  la  courbe  devient,  en  désignant  par  y  la 
vitesse, 

(8)  V*-=  -^ =  2£TCOs6, 

d'où,  pour  le  temps  employé  à  parcourir  l'arc  On/. 


Le  temps  qui  serait  employé  à  parcourir  la  corde  Oui 
sera  donné  par 


r  =  g  cosO  -  > 

2 


d'où 


(9)  '=vrfoTê' 

Egalant  les  deux  valeurs  de  t  que  nous  venons   de 
trouver,  il  vient 


V  cosfl 


cosô      ./,       ?       rcosfl 


d'où,  par  la  différent!  ation  par  rapport  à  0, 


cos0__  ~\-  -m  f> 


db  /  .,  ^_  dr*_ 

cos8  y  "  r/0s* 
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Si  l'on  élève  au  carré,  on  obtient 

r^=tang20, 

ce  qui  est  l'équation  différentielle  des  lemniscates  dontO 
est  le  centre,  dont  l'axe  est  incliné  de  45°  sur  la  verti- 
cale, et  qui  sont  représentées  d'une  manière  générale 
par  l'équation  (2). 

En  portant  la  valeur  de  r  déduite  de  cette  dernière 
équation  dans  la  formule  (9),  on  trouve,  pour  la  durée 
du  parcours  de  l'arc  O/n, 

/     ia       ,—. /     a     4/ - 

t=\/ ^Vsin2°  =  2V/ — patauge. 

V    #C0S6  V    g\/2 

Si  la  courbe  est  l'axe  d'un  tuyau  ayant  une  section  in- 
finiment petite,  dans  lequel  le  mobile  est  assujetti  à  cir- 
culer, on  voit  que  ce  mobile  ne  reviendra  jamais  au 
point  de  départ  O,  puisque  t  est  infini  pour  9  =  900. 

Supposons  maintenant  que  le  tuyau  soit  remplacé  par 
un  canal  ouvert  à  l'intérieur  de  la  boucle,  et  soit  ]\  la 
pression  exercée  par  le  mobile  sur  la  courbe;  nous 
aurons,  en  remarquant  que  la  composante  normale  de 
la  pesanteur  est  g"sm38, 

N  = h  £-sin36, 

P 

ou,  en  remplaçant  p,  y2,  r  par  leurs   valeurs  (6),  (8) 
et  (3), 

N  ==  £-(6  cos6  sin2  0  -+-  sin3ô)  =  g  sin0(i5  —  16  sin2Ô). 

La  pression  sera  donc  nulle  au  pointde  départ,  croîtra 
avec  8  jusqu'au  moment  où  l'on  aura 

Sill0:r=  yv/5,       d'Où       0r=53°5(/. 
A 
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Le  maximum  de  N  sera  ainsi 

N  =  |v/5  ==1,1187*. 

A  partir  de  ià,  N  décroîtra  et  deviendra  nul  pour 

sïn6=-i/i5,     d'où     0  =  74°  58'. 
4 

Celte  valeur  de  0  déterminera  la  position  du  point 
d'échappement;  le  mobile  arrivé  en  ce  point  quittera  la 
courbe  et,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  et  de  la  pesan- 
teur, tombera  dans  l'intérieur  de  la  boucle  en  décrivant 
une  parabole. 

J'espère  pouvoir  bientôt  mettre  en  évidence,  au  moyen 
d'un  appareil  spécial,  quelques-unes  des  propriétés  mé- 
caniques qui  viennent  d'être  démontrées. 

3.  Théorème  de  M.  O.  Bonnet  (').  —  Quelle  est, 
parmi  toutes  les  courbures  aj  ant  une  origine  commune , 
celle  pour  laquelle  un  mobile  partant  de  cette  origine 
sans  vitesse  initiale,  soumis  à  l'action  dune  force 
dirigée  vers  un  centre  fixe  et  proportionnelle  à  la  di- 
slance, décrirait  un  arc  quelconque  dans  le  même  temps 
qu'il  mettrait  à  parcourir  la  corde  correspondante  ? 

Soient 

O  le  point  de  départ  pris  pour  origine  polaire; 

A  le  centre  d'attraction; 

/•  =  Ont  un  rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  ///  de 

la  courbe  -, 
0  l'angle  qu'il  forme'  avec  O  A; 
G0  sa  valeur  au  poinl  O; 

(')  Journal  de  Mathématique*  pures  et  appliquées,  t.  IX;  1 
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jji2.Am   l'attraction   exercée   sur  iw,   jjl  étant  une  con- 
stante; 
/  la  distance  OA. 


Le  principe  des  forces  vives  donne 


dt* 


=  (x2(2/cos0  —  r2)  ; 


or. 


A  m  =/2+/'2 — 2/rcos6; 


par  suite. 

(10) 


r-d%--hdr2 
dt- 


jx2(2/r  cos6  —  r8)  ; 


On  déduit  de  là,  pour  Je  temps  employé  par  le  mobile 
à  décrire  l'arc  O/ra, 


(») 


V- 


N— 

J        If     2  lr  cos 


d¥ 


cosO— r- 


dQ. 


En  ce  qui  concerne  le  parcours  de  la  corde  0/?j,  il 
suffit  de  supposer  ds  =  dr  et  8  constant  dans  l'équa- 
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tion  (10),  ce  qui  donne 

7  >2 

—  =  ;x2(2/rcos6  —  r-), 

d'où,  par  ]a  différentiation  par  rapport  à  t, 
d*r 


dt- 


;x2(/cos6  —  /■). 


équation  linéaire  dont  l'intégrale  est,  en  remarquant  que 

dr 

r  =  o,  —  —  o,  pour  f  =  o, 

(12)  /•-— /cosO(i  —  cos\xt), 

d'où,  pour  la  durée  du  parcours  de  la  corde  O/»,  qui 
doit  être  la  même  que  celle  qui  est  donnée  par  la  for- 
mule (11), 

(i3  )  t—  -  arccosl  1 


\x  \         /cos6 

En  égalant  entre  elles  les  valeurs  (12)  et  (i3),  on  ob- 
tient 

C%       I     r*+  — 
arccos  (  1  — )—   I      V  —, 5 :  dû  ; 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  ô, 


,1 


r  sinO  —  cosO-tt  =  cosOi  /  r*-\ — ks  > 


d»=cosy+d* 


et,  après  avoir  élevé  au  carré, 


équation  différentielle  de  deux  systèmes  de  lemniscates 
ayant  leur  centre  en  O  el  dont  les  axes  font  un  angle 

de  4)<}  avec  'a  droite  (  )  \. 
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4.  Démonstration  géométrique  du  théorème  précé- 
dent ( K  ).  —  Soient  B  la  projection  de  A  sur  la  direction 
de  la  droite  Om,  M  Tune  des  intersections  de  la  perpen- 
diculaire élevée  en  m  avec  la  circonférence  décrite  du 
point  B  comme  centre,  et  dont  le  ravon  est  égal  à  BO. 

En  supposant  0  constant,  le  point  /w,  en  parcourant  la 
droite  OB  avec  une  vitesse  initiale  nulle,  obéit  à  l'accé- 
lération [i.2  X  wzB  dirigée  de  m  vers  B*,  d'où  il  suit  que 
m  sera  constamment  la  projection  de  M  sur  OB,  en  sup- 
posant que  le  rayon  B/?z  soit  animé  autour  de  son  centre 
de  la  vitesse  angulaire  jjl.  On  a  ainsi 

mB  =  MB  cosjxj, 
ou 

/  cos  6  —  r  =z  l  cos  6  cos  \xt, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (12). 

En  considérant  maintenant  t  comme  constant  et  B 
comme  variable,  on  voit  que  cette  équation  représente 
un  cercle  passant  par  le  point  O,  dont  le  centre  C  est 
situé  sur  Ox,  et  dont  le  rayon  est 

OG  ==  —  (1  —  cos\xt). 

Soient  maintenant  m'  un  point  de  la  courbe  infini- 
ment voisin  de  m,  n  le  point  de  la  circonférence  ci- 
dessus  déterminé  par  la  droite  Om. 

Le  mobile  met  le  môme  temps  pour  parcourir  les 
cordes  O/Tz,  On  que  s'il  décrivait  l'arc  Om\  le  temps 
employé  pour  aller  de  O  en  m'  doit  donc  être  le  même, 
que  le  mobile  reste  sur  la  courbe  ou  sur  la  corde,  de 


(')  Cette  démonstration,  dont  je  n'ai  eu  L'idée  qu'au  dernier  mo- 
ment, pourrait,  peut-être,  être  simplifiée  dans  quelques  détails. 
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sorte  que  l'on  doit  avoir 

/?i/?i'=  ni'  n, 
d'où 

m  m1  n  —  1 8o°  —  2  mnm'  =  1 8o°  —  2  (  900  —  2  6  )  =  2  6, 

ce    qui    caractérise    les    lemniscates    auxquelles     nous 
sommes  arrivé  au  numéro  précédent. 


NOTE  SLR  LA  RÉSOLUTION,  Ail  MOYEN  DE  TABLEAU! 
GRAPHIQUES,  DE  CERTAINS  PROBLÈMES  DE  COSMO- 
GRAPHIE; 

Par  M.  Ed.  COLLIGNON, 

Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


Nous  avons  indiqué,  par  une  JNote  insérée  dans  les 
Nouvelles  Annales,  2e  série,  t.  XVIII,  1879,  la  construc- 
tion d'un  Tableau  graphique  qui  fait  connaître  à  vue  les 
heures  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  en  un  point 
quelconque  du  globe  et  à  une  époque  quelconque  de 
l'année.  Ce  Tableau  peut  servir  aussi  à  déterminer  l'heure 
du  passage  du  Soleil  dans  le  plan  vertical  est-ouest.  On 
peut  enfin  le  compléter  de  manière  à  tenir  compte  de  la 
durée  du  crépuscule.  La  présente  Note  a  pour  objet 
l'étude  de  ces  nouveaux  problèmes.  Nous  y  avons  joint 
quelques  recherches  sur  la  détermination  du  crépuscule 
de  moindre  durée  en  un  point  donné  de  la  Terre. 

I. 

Soient  (  '  ) 

0  le  point  du  globe  où  se  fait  l'observation  :  nous  le 
supposerons  situé  dans  L'hémisphère  boréal; 


1  '  )  Le  lecteur  esl  prié  <!<•  faire  h--  figures. 
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ON  la  tangente  au  méridien,  dirigée  vers  le  nord  ; 
OZ  la  verticale  ascendante,  dirigée  vers  le  zénith  Z; 
OE  la  tangente  au  parallèle,  dirigée  vers  l'est  \ 
P  le  pôle  boréal  ; 

L  le  point  de  l'horizon  où  le  Soleil  se  lève  -, 
K  le  point  où  le  Soleil  rencontre  le  plan  vertical  ZE  di- 
rigé de  l'ouest  à  l'est. 

L'arc  de  grand  cercle  PN  est  la  latitude  \  du  lieu. 
L'arc  PL  =  PK  est  le  complément  de  la  déclinaison  D 
du  Soleil  au  jour  de  l'observation. 

L'angle  ZPK  =  /z,  converti  en  temps,  à  raison  de  i5° 
par  heure,  est  l'angle  horaire  cherché.  Il  fait  connaître 
combien  d'heures  séparent  le  passage  du  Soleil  au  point 
K  et  son  passage  au  méridien. 

Le  triangle  sphérique  PZK  a  pour  côtés  PZ  =  900  —  A, 
PK  =  900  —  D,  et  il  est  rectangle  en  Z.  L'angle  cherché 
h  est  compris  entre  les  côtés  PZ  et  PK;  il  sera  donné  par 

l'équation 

tangPK  cos/i  —  tangPZ, 
ou  bien 

(1)  cos/i  =  cotX  tangD. 

Si  l'on  cherche  l'angle  horaire  II  ==  ZPL  qui  corres- 
pond au  lever  du  Soleil,  pour  le  même  lieu  et  le  même 
jour,  on  aura 

(2)  cosH= — tangX  tangD. 

Pour  passer  de  la  première  équation  à  la  seconde,  il 
suffit  de  changer  h  en  H,  et  cotX  en  —  tangX,  ce  qui 
revient  à  changer  "k  en  900  —  À  et  h  en  1 8o°  —  H. 

Les  solutions  de  l'équation  (  2)  sont  données  a  vue  par 
leTableau  graphique  des  levers  et  des  couchers  du  Soleil. 
Le  même  Tableau  fera  connaître  les  solutions  de  l'équa- 
tion (1),  moyennant  qu'on  fasse  subir  aux  données  et  à 
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l'inconnue  les  modifications  convenables.  Au  lieu  de 
prendre  sur  le  Tableau  l'horizontale  qui  correspond  à  la 
latitude  donnée,  on  prendra  l'horizontale  qui  correspond 
à  la  latitude  complémentaire;  on  opérera  comme  si  l'on 
voulait  trouver  l'heure  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil 
pour  cette  latitude  au  jour  de  l'observation,  puis  on  substi- 
tuera aux  heures  qu'on  aura  trouvées  leurs  différences 
avec  i2h,  ce  qui  équivaut  à  prendre  les  heures  telles 
qu'elles  sont  fournies  par  le  Tableau,  sauf  à  permuter 
ensemble  les  mots  soir  et  matin. 

Par  exemple,  on  veut  savoir  à  quelle  heure  le  Soleil 
traversera  le  plan  vertical  est-ouest  le  jour  du  solstice 
d'été,  pour  la  latitude  de  6o°. 

On  prendra  sur  le  Tableau  la  latitude  complémentaire, 
c'est-à-dire  3o°;  le  Tableau  montre  que,  pour  cette  lati- 
tude, le  Soleil,  au  solstice  d'été,  se  lève  à  5h5m  matin, 
et  se  couche  à  6h  55m  soir  (temps  vrai).  On  en  conclura 
immédiatement  que  le  môme  jour,  sous  la  latitude  de  6o°, 
le  Soleil  traverse  le  plan  vertical  est-ouest  à  6h55m  du 
malin y  et  qu'il  le  retraverse  à  5h  5ra  du  soir,  de  sorte  qu'il 
en  éclaire  pendant  iohiom  la  face  méridionale.  Ces  ré- 
sultats ont  été  obtenus  à  l'aide  d'un  Tableau  où  le  cercle 
des  heures  a  un  diamètre  de  om,io  :  l'erreur  commise 
est  de  i  minutes,  environ;  une  telle  approximation  est 
plus  que  suffisante  dans  les  problèmes  usuels. 

II. 

Durée  du  crépuscule.  —  Le  Soleil  éclaire  le  lieu  de 
l'observation,  non  seulement  quand  il  est  levé,  niais  avant 
son  lever  et  après  son  coucher,  tant  qu'il  est  au-dessus 
d'un  cercle  parallèle  à  l'horizon,  mené  au-dessous  à  une 
certaine  distance  angulaire  a,  supposée  connue. 

Si  l'on   appelle  \J  le   point  OÙ   le  Soleil    remontre  ce 

cercle,   qu'on    pourrait   appeler  Y  horizon  déprimé,   el 
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JF  l'angle  horaire  ZPL',  on  aura  pour  déterminer  Ei'Fé- 
quation 

{   cos(qo° -h  «) 

(3)  .  . 

(        = —  sina  =  sin D  sin  X  -f-  cosD  cosX  cosH', 

fournie  par  le  triangle  ZPL',  où  TAJ  est  égal  à  900  -f-  a. 

L'angle  horaire  H  du  lever  du  Soleil  est  la  valeur  que 
prend  l'angle  H'  quand  on  fait  a  =  o;  la  durée  du  cré- 
puscule est  la  différence  H' —  H  réduite  en  temps. 

L'angle  H  est  donné  par  le  tableau  graphique  en  fonc- 
tion de  X  et  de  D;  pour  en  déduire  H',  observons  qu'on 
a,  à  la  fois, 

sinD  sinX  -1-  cosD  cosX  cosll'  = —  sin  a, 
sinD  sinX  -+-  cosD  cosX  cosH  =  o. 

Retranchant,  il  vient 

sin  oc 

(4)  cosH'  —  cosII=r 


cosD  cosX 


Cette  relation  fait  connaître  la  correction  qu'il  faut 
faire  subir  à  cosH  pour  trouver  cosH',  correction  tou- 
jours négative,  puisque  le  crépuscule,  augmentant 
toujours  l'angle  H,  diminue  son  cosinus.  Il  suffira  donc 
de  déplacer  vers  la  droite  la  verticale  dont  les  intersec- 
tions avec  le  cercle  donnent  les  heures  du  lever  et  du 
coucher  du  Soleil,  pour  obtenir  une  verticale  qui  fera 
connaître,  de  même,  les  heures  du  commencement  de 
l'aurore  et  de  la  fin  du  crépuscule.  La  même  méthode 
s'appliquerait  à  une  dépression  quelconque,  a,  de 
l'horizon  apparent. 

La  valeur  de  cette  correction  est  facile  à  calculer,  ou 
mieux  encore  à  construire.  Soit  A  le  centre  d'un  cerele 
de  rayon  égal  à  l'unité,  du  cercle  du  Tableau  graphique 
par  exemple^  soit  M  le  point  du  diamètre  horizontal  de 
ce   cercle  qui  correspond  à  l'angle  horaire  H,  en  sorte 
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qu'on  ait  cosH  =  AM,  le  segment  AM  portant  avec  lui 
son  signe.  Menons  par  le  point  A  une  ligne  AN  faisant 
avec  le  diamètre  horizontal  un  angle  NAM  =  D,  puis 
par  le  même  point  une  droite  AP,  faisant  avec  AN  un 
angle  PAN  =  X,  et  avec  AM  un  angle  PAM  =  A  -h  D. 
Projetons  M  en  m  sur  AN,  et  le  point  m  en  m'  sur  AP. 
Prenons  sur  AP,  dans  le  sens  Om',  une  longueur  m' n' 
égale  à  sina;  puis  relevons  le  point  n'  en  n  sur  AM,  en 
menant  il  n  perpendiculaire  sur  Arc',  et  le  point  n  en  M' 
sur  le  diamètre  horizontal,  en  menant  7iM'  perpendicu- 
laire sur  kn.  Le  point  M' sera  le  point  cherché,  pied 
de  la  verticale  qui  correspond  à  cosH'. 

Un  diagramme  construit  une  fois  pour  toutes  permet 
d'éviter  cette  construction. 

Dans  l'équation  (4)  faisons 

3?=:cosii  —  cosH',     r  =  cosD; 
cette  équation  prendra  la  forme 

sin  a 

■  ry=z j 

u  COS  A 

et  représentera  une  série  d'hyperboles,  qu'on  peut 
supposer  rapportées  «à  deux  axes  rectangulaires  asym- 
ptotes de  toutes  ces  courbes.  Le  dénominateur  cosX  est 
le  paramètre  qui  définit  chacune  de  ces  hyperboles  en 
particulier.  Imaginons  qu'on  les  ait  construites  pour 
diverses  valeurs  de  la  latitude  X,  et  qu'on  ait  pris  pour 
échelle  des  abscisses  x  l'échelle  qui  sert  à  la  construc- 
tion du  Tableau  des  heures  du  lever  du  Soleil  ;  l'échelle 
des  ordonnées  j  peut  être  prise  arbitrairement.  Si  Ton 
trace  sur  cette  nouvelle  épure  des  horizontales  j  =cosD, 
correspondant  à  différentes  valeurs  de  la  déclinaison 
I),  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  ces  horizon- 
tales avec   les    hyperboles  donneront,    pour  toutes  les 
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latitudes  X  inscrites  sur  l'épure,  les  valeurs  de  la  correc- 
tion x  =  cosH  — cosli',  c'est-à-dire  de  la  quantité  dont 
doit  être  déplacée  vers  la  droite  la  verticale  correspon- 
dant à  l'angle  H,  pour  donner  celle  qui  correspond  à  H'. 
Une  circonstance  particulière  simplifie  beaucoup  cette 
épure  :  j,  représentant  le  cosinus  de  la  déclinaison  du 
Soleil,  ne  peut  varier  qu'entre  les  limites 

y  =  cos23°28'  =  0,91729, 

lorsque  D  atteint  aux  solstices  ses  limites  extrêmes 
±  23°28',  elj  =  1,  pour  D  =  o,  aux  équinoxes.  Deux 
horizontales  menées  aux  distances  0,917  et  1,000  de  l'axe 
des  abscisses  limitent  donc  la  région  utile  du  diagramme 
et  y  déterminent  une  bande  assez  étroite  pour  qu'on 
puisse,  sans  erreur  importante,  substituer  des  droites  aux 
arcs  d'hyperbole  qu'on  aurait  à  v  tracer.  La  fin  du  crépus- 
cule et  le  commencement  de  l'aurore  sont  des  phénomènes 
dont  on  ne  peut  définir  l'époque  avec  précision,  la  nuit  et 
le  jour  se  succédant  par  une  série  de  variations  insen- 
sibles; aussi  une  rigueur  absolue  n'est-elle  pas  de  mise 
dans  de  tels  calculs,  et  peut-on  faire  sans  inconvénient 
la  substitution  de  droites  aux  hyperboles. 

Discussion  de  la  formule.  —  On  évalue  en  général 
l'angle  a  à  180  :  c'est  la  limite  extrême  qui  correspond 
à  la  plus  grande  durée  du  phénomène.  C'est  la  valeur 
que  nous  adopterons  dans  ce  qui  suit.  En  pratique,  s'il 
s'agit  de  déterminer  la  durée  du  jour  effectif,  il  convient 
de  réduire  a  à  moitié  environ,  et  de  le  prendre  égal  à  90, 
au  lieu  de  180.  Cette  évaluation  résulte  des  observations 
faites  sous  les  hautes  latitudes  où  le  Soleil  se  couche,  et 
où  néanmoins  il  n'y  a  plus  de  nuit  à  l'époque  du  solstice 
d'été.  C'est  vers  la  latitude  de  5y°  que  ce  phénomène 
de  nuits  complètement  claires  commence  «à  être  constaté. 
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En  adoptant  cette  valeur  pour  la  latitude,  on  devra  avoir 
à  la  fois 

H'==i8o»,     A  =  57°,     D=h-23°28', 

d'où  résulte  pour  a 

a  =  900  —  D  —  X  =  90  32', 

qu'on  peut  réduire  à  90  dans  les  applications  usuelles. 
Les  sinus  de  90  et  de  180  étant  sensiblement  dans  le 
rapport  de  1  à  2,  on  voit  que  la  correction  cos  H'  —  cos  H, 
calculée  pour  a  =  180,  devra  être  réduite  à  moitié  si  l'on 
fait  a  =  90  }  elle  devrait  être  réduite  aux  ~  de  sa  valeur 
si  l'on  faisait  a  =  9°32\  Généralement  le  diagramme  des 
corrections,  construit  pour  une  valeur  de  l'angle  a, 
pourra  s'appliquer  à  toute  autre  valeur  de  cet  angle 
moyennant  une  réduction  des  abscisses  x  dans  le  rapport 
des  sinus  des  deux  valeurs  de  l'angle  a. 
Reprenons  les  formules 

(2)  cos  11  = — tangAtangD, 

(  5  )  cos  H'  =  cos  H 


cos  A  cosD 


où  nous  ferons  a  égal  à  180,  ),  positif  et  <^  90°,  et  où 
nous  ferons  varier  D  de  —  23° 28'  à  -h  23°  28'. 

L'angle  li  sera  réel  si  \  est  moindre  que  le  complément 
de  la  plus  grande  valeur  de  D,  c'est-à-dire  entre  les 
limites  X=o°  et  X  =  66°32/,  qui  correspondent  à 
l'équateur  et  au  cercle  polaire.  Pour  les  valeurs  de  X 
comprises  entre  66°32'  et  90°,  Il  devient  imaginaire,  et 
le  Soleil  ne  se  couche  plus,  ou  ne  se  lève  plus,  pour 
certaines  valeurs  de  la  déclinaison  D. 

L'angle  11;,  pour  une  latitude  donnée,  sera  réel  si 
COS  H'  est  compris  entre  — 1  et  -+-I,  et  les  valeurs 
extrêmes  delà  déclinaison  1)  qui  laissent  réel  l'angle  11' 
s'obtiendront  en  remplaçant  dans  l'équation  (5    * îos  11' 
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par  ces  limites.  Il  vient,  en  désignant  par  D'  et  D"  les 

valeurs  cherchées  de  la  déclinaison,  les  deux  équations 

suivantes, 

sin  a 


—  tangX  tangD'  — 
tan  g  X.  tan  g  D"  — 


cosX  cosD' 
et 

sin  a 


cosX  cosD'' 
ou  bien 

cos(X  —  D')  = —  sin  oc 
et 

cos(X  -|-D")  =  sin  a 

équations  qui  donnent 

X  H-  D"  =  900  —  a      ou      D"  ==  900  —  X  —  a  —  720  —  X 
et 

±  (X  —  D')  =  900  -+-  a,     D'  =  X  zp  (90°  4- «)  =  X  qp  io8°. 

Substituant  ensuite  à  D'7  et  à  D' les  valeurs  extrêmes 

de    D,  on  aura  les  limites  correspondantes  de  1;  ona 

d'abord 

(  720  —  23° 28'=  48° 32' 
X  =  72°  —  D"=  \J 

[  72°+ 23°28'=95°28/>9o0. 

La  première  valeur  est  admissible  pour  X.  La  seconde, 
supérieure  à  900,  doit  être  rejetée.  On  voit  qu'à  partir 
de  la  latitude  de  48° 32',  c'est-à-dire  à  peu  près  la  latitude 
de  Paris,  jusqu'au  pôle,  le  crépuscule  rejoint  l'aurore 
lorsque  la  déclinaison  du  Soleil  est  voisine  de  sa  valeur 
maximum. 

De  même  on  aura,  pour  la  seconde  limite, 

o      '  o 

-h  23  28  +  108       inadmissible  >  900 

,  —23  28  +  108  =  84° 32' 
X  =  D'±:io80—  {  ... 

2328  —  108       inadmissible  <C    o8 

23  28  —  108       inadmissible  <    o°. 
Ann.  de*  Mat  hé  m.,  3e  série,  t.  I  (Novembre  1882).  3î 
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Jusqu'à  la  Jatitud'j  de  84u32/.  il  y  a  un  crépuscule 
cliaque  jour  de  l'année;  plus  près  du  pôle,  la  nuit  est 
complète  dès  que  le  Soleil  s'approche  suffisamment  du 
solstice  d'hiver. 

Cette  discussion  fait  ressortir  deux  latitudes  particu- 
lières, 48° 32'  et  84° 3 1' ;  la  première  indique  le  point 
du  globe  où  le  crépuscule  peut  rejoindre  l'aurore  au 
moins  un  jour  par  an  ;  la  seconde,  le  point  du  globe 
où  il  y  a  absence  de  crépuscule  et  d'aurore  au  moins  un 
jour  par  an.  Entre  le  cercle  polaire  66°32/  et  la  latitude 
de  84° 3 2',  le  Soleil,  constamment  couché  une  fois  qu'il 
est  parvenu  dans  l'hémisphère  austral,  éclaire  encore 
chaque  jour  l'horizon  du  lieu  par  ses  rayons  réfractés; 
le  jour  est  crépusculaire. 

III. 

Crépuscule  minimum.  —  La  durée  H' — H  du  cré- 
puscule variant,  en  général,  avec  la  déclinaison  D  du 
Soleil,  proposons-nous  de  chercher  la  déclinaison  D  qui 
rend  minimum  cette  durée,  en  un  point  du  globe  donné 
par  sa  latitude  ),  ( K  ). 

Nous  aurons  à  la  fois  les  équations 

(6)  sinD  sin  À  -+-  cosD  cosXcosH'  = —  sinac, 

(7)  sinD  sinX  -+-  cosD  cosXcosII  =  o, 

oùD,  11  et  H'  sont  des  variables  que  nous  ne  supposerons 
d'abord  assujetties  à  aucune  restriction.  La  condition  du 
minimum  de  la  différence  H' — H  est 


(')  On  trouvera  la  solution  géométrique    de  cette  question   dans 
'Analyse    des    infiniment    petits    du     marquis    de    l'Hospital, 
exemple  \lll    §61 


(  499  ) 
Difïërentions  les  équations  (6)  el  (7)  en  laissant  a  et 
X  constants.  Il  viendra 

sinX  cos D  dD — cosX  cosH'sin  D dD  —  cosD  cosX  sin  IIWH'=  o, 
sinXcosD^/D — cosXcosIIsinD^/D —  cosDcosXsinH<iHr=:o. 

Entre  ces  deux  équations,  éliminons  le  rapport  -y=r> 
et  nous  aurons,  pour  la  condition  du  minimum, 

'   sin  X  cos  D  —  cos  X  sin  D  cos  H' 

\    sin  X  cos  D  —  cosXsinDcosH 

(8)  < 

J  cos  D  cos  X  sin  H'        sin  H' 


cos  D  cos  X  sin  H         sin  H 

De  cette  équation  chassons  cos  H'  et  cos  H  au  moyen 
des  équations  (6)  et  (y).  On  obtient 

,  —  sin  a  —  sin  D  sin  X  \ 

sin  X  cos  D  —  cos  A  sin  D(  — r- .    __. 

cosD  cos  A'  /         sin  H 


sinD  sinX  \  sinE 

SinX  cosD  —  cos  A  sinD 


cosD  cosX 

sin  X  cos2  D  -+-  sin  D  sin  a  -+-  sin2  D  sin  X sin  X  -+-  sin  D  sin  a 

sin X  cos2 D -f- sin2 D  sin X  sinX 

Il  reste  à  éliminer  H  et  H'  entre  les  équations  (6), 
(7)  et  (9).  L'équation  finale  sera  la  relation  cherchée 
entre  D  et  X. 

Elevons  au  carré  l'équation  (9),  et  remplaçons  sin2H 
et  sin2 H7  par  1  —  cos2  H  et  1  —  cos2 H';  il  viendra 

sin X  ~t-  sinD  sin a\2        1  —  cos2 H' 


sinX  1  —  cos2  H 

sin  a -h  sinD  sinX\2 
cosD  cosX 


\  cosD  cosX 


sinD  sinX  Y2 


(  5oo  ) 
ou  bien 


sina  H-  sinD  sin  XV 
i  — 


cosD  cosX 
(10) 


D  sina\2  (" 


sinDsinaVr  /sinDsinX 

i-h 


sinX      /  \cosDcosX 

Avant  de  réduire  à  sa  plus  simple  expression  cette 
équation  (10),  observons  qu'elle  est  plus  générale  que 
léquation  (9),  puisqu'elle  résulte  de  l'élévation  de 
celle-ci  au  carré;  elle  comprend,  outre  l'équation  (9), 

sinX  -4-  sinD  sina  sin  H' 

sin  X  sin  H 
l'équation 

sin  X  4- sinD  sina  _  sin  H' 

sin  X  sin  H 

qui  est  étrangère  à  la  question. 

Multiplions  l'équation  (10)  par  le  produit  cos2Dcos2  A. 
Le  premier  membre  devient,  en  développant  le  carré, 

cos2  D  cos2  X  —  (  sin2  a  -4-  2  sin  a  sin  D  sin  X  -h  sin2  D  sin2  X  ) 
r=  1  —  sin2D  —  sin2X  —  sin2 a  —  2  sina  sinD  sinX. 

La  seconde  parentbèse  du  second  membre,  transformée 
de  même,  se  déduira  du  premier  membre  en  y  faisant 
a  =  o,  ce  qui  donne 

1  —  sin2D  —  sin2X; 

cette  fonction  doit  être  multipliée  par  le  facteur 

sinD  sina         sin2 D  sin2 a 

1  +  2 ^ 1 ^- — ; 

sin  A  sin- A 

le  produit  est 

.    „_  ...         2  sinD  sina  sin  3D  sina 

I  Sin-i)    Sin-XH : :; 2  : ;; 

sin  a  sin  a 

—  2  sin  D  sin  a  sinX 

sin2Dsin2a         sin;Dsin2a  .   ._    . 

H :— 7ï i—rt —  sin- 1)  sin-  a, 

sin*A  sin2A 


(  501  ) 

et  l'équation  (10)  devient,  après  réduction  et  après  la 

multiplication  par    .    ,    »  inverse  du  coefficient  de  sin4  D, 
L  L       sin- a 

/     .   ir.        2sinX    . 

I  sin'D  H : sin3D 

1  sina 

(il)     i 


„.      .  2  SIDA     .  .       - 

—  cos-X  sin-D : sinD  —  sin-X  =  o, 

sina 

équation  du  quatrième  degré  en  sinD;  elle  a  ses  quatre 
racines  réelles,  et  il  est  aisé  de  les  obtenir. 

On  aperçoit  sur-le-champ  qu'elle  admet  pour  racines 
-4-  i  et  —  i  5  on  a,  en  effet,   en   remplaçant  sinD  par 

.    2  sinX  ,.         2  sinX  .    _. 

i  ±  — ; cos-  A  zn  — : sin-  X  =  o, 

sina  sina 

ce  qui  se  réduit  à  une  identité.  On  pourra  donc  diviser 
le  polynôme  de  l'équation  (i  i)  par  le  facteur  sin2D  - —  i, 
ce  qui  amène  l'équation  du  second  degré 

.   „_.        2  sinX    .    _  .     '_ 

(12)  sin-DH : sinD -h  sin-X  =  o. 

sina 

On  en  déduit 


y    sin2  a 


.    _.              sinX     .        /sin2X  ...  .    .  /izhcosa 

sin  D  == : —  _b  1  /  ^r— sin-  X  =  —  sin  X 


sina         y    sin- a  \      sina 

Si  l'on  prend  le  signe  supérieur,  il  vient 

i-f-cosa  a 

sin  D  =  —  sin  X : =  —  sin  X  cot  -  : 

sina  2 

et  avec  le  signe  inférieur, 

i  —  cos  a  a 

sinD  m — sinX : = —  sinXtang-- 

sina  2 

Les  quatre  racines  de  l'équation  (i  i)  sont  donc 

.'  a  a 

—  i,   +i,  — sin  X  cot  ->      — sinXtang-' 


(    0O2     ) 

Les  deux  premières  racines  font  la  déclinaison  égale 
à  ±  900,  et  placent  le  Soleil  à  l'un  des  pôles  5  elles  ren- 
dent imaginaires  les  angles  H  et  H',  et  ne  donnent  pas 
une  solution  du  problème.  Restent  les  deux  racines 

2C  .a 

—  sin  X  cot  -     et      — sinXtang-, 

2  °2 

qui  satisfont  toutes  deux  à  l'équation  (12),  et  dont  Tune 
se  déduit  de  l'autre  eu  changeant  a  en  1800 — ot;  ce  qui 
résulte  en  effet  de  ce  que  l'angle  a  entre  dans  les  équa- 
tions (11)  et  (12)  par  son  sinus,  lequel  correspond 
aussi  bien  à  l'angle  donné  a.  qu'à  son  supplément 
1800— a. 

Ces  deux  racines  satisfont  à  l'équation  (1 1),  mais  elles 
ne  satisfont  pas  toutes  deux  à  l'équation  (9)  qui  est  la 
traduction  exacte  du  problème.  Substituons,  en  effet, 

à  sinD  dans  l'équation  (9)  la  valeur  — sinAcot->  puis 


la  valeur  — sin).  tang-;  il  viendra 


sin  X  H-  (  —  sin  X  cot  -  )  sin  a 
sin  II  \  2 


sin  H  SinA 

,  a 
—  1  —  2  cos-  -  —  —  cos  X 

•2 


quand  on  adopte  la  première  racine,  el 


si  11  a  -        —  sinX  Lan  1;  - 
si  11  1 1  \ 


sin  11  >in  a 

=z  I  —  2  sin-  -  =COS  X, 

a 


quand  on  adopte  la  seconde 

Or  cos  a  est  toujours  positif;   les  angles  li  et  li',  s  ils 
sont  réels,   sont  toujours  compris  entre  o"  et  1S00;  leurs 


(  5o3  ) 

sinus  sont  positifs,  et  par  conséquent  la  seconde  racine 
n'entraîne  aucune  impossibilité,  tandis  que  la  première, 
au  lieu  de  satisfaire  à  l'équation  (9),  satisfait  à  la  rela- 
tion conjuguée 

.    sinX  H- sinD  sina  sinlï' 

sinX  sinH 

et  est  étrangère  à  la  question. 

En    définitive,    le    problème    n'a    qu'une    solution, 
savoir  : 

(i3)  sinD  =r  —  sinXtang-) 

toujours  admissible,  puisque   sinX  est  au   plus  égal  à 

l'unité,  et  que  tang->  égal  à  tangp0,  est  moindre  que  la 

plus  grande  valeur  absolue  qu'on  puisse  attribuer  à 
sinD}  et  pour  le  crépuscule  minimum,  l'angle  H'  est 
donné  en  fonction  de  H  par  la  relation 

(i4)  sinH'— sinH  cos  a, 

avec  la  condition  d'être  plus  grand  que  H,  ce  qui  fait 

disparaître   toute  ambiguïté  dans  la   détermination    de 

cet  angle  H'. 

De  ces  formules  il  est  aisé   de  déduire  la  valeur  de 

.    H  —  H,  îj'i         *  1  •• 

sin ?  lorsque  Ja  durée  du  crépuscule  est  minimum. 

On  a,  en  effet, 

H,        H  .   i-r-hii  .h- h 

cos  H.  —  cos  11  =  —  2  sm sin 

2  2 

sina 


cosX  cosD 


•    li,        •    u           •    H+H        H- H        .    „. 
sin  il'  -f-  sinH  ==  2  sin cos =  si  11 11  (r  -f-  cos  a). 


(  5°4  ) 
Divisant  la  première  équation  par  la  seconde,  il  vient 

H'— H 


tang 


sin  a 

cos  X  cos  D  sin  H  (  i  -h  cos  a  ) 

a 
tang- 


cosX  cosD  sin  H 
Remplaçons  dans  cette  relation  cosD  par  sa  valeur 


et  sin  H  par 
ou  bien  par 


\/ 


i  —  sin2X  tan  s2  - 

°     2 


y/l  —  cos2  H 


\Ji  —  tang2X  tang-D 


a  a 

i  —  sin2X  tang2 sin2X  tang2X  tang2  - 

b     2  &  6     2 


i  —  sin2X  tang2  - 

°     2 


il  viendra 

II'—  II 

tang 


tang 


cos 


V 


2  ï 

i  —  sin2X  tan  g2 sin2X  tantr2  X  tang2  - 

2  2 


tang- 


Xi  /  i  —  sin2Xlang2- (i  -\-  tang'X) 


m> 


tang- 


/"" a 

COSAW   i  —  tang*  A  tang2  - 

1 
puisque  i  -f-  tang-  A  = rr 

I  1  «-  l'Ils- 


(  5o5  ) 
Cette  équation  donne  par  sa  tangente.  Mais  il 

est  plus  simple  de  chercher  son  sinus  :  or  on  en  déduit 
.    H'— H 


sin 


a 

tanff  - 

b  2 


s/ 


<i5) 


tang2 h  cos2  X  (  i  —  tang2 X  tang2  - 

a 
tang- 


v/ 


oc  .  a 

tang2  — h  cos2X  —  sin2X  tang2  - 


a 
tang- 


\/( 


i  -h  tang2-  )  (i—  sin2X) 


.     a 

sin  - 

2 

cosX 


Pour  que  le  crépuscule  minimum  soit  réel,  il  faut  et 

TT/  TT 

il  suffît  que  sin soit  moindre  que  l'unité,  ou  que 

cos).  soit  plus  grand  que  sin  ->  ou  enfin  que  l'on  ait 


X<9o°—  -, 

2 

c'est-à-dire,  pour  a  =  i8°,  X<^  8i°,  de  sorte  qu'il  n'y  a 
de  crépuscule  minimum,  au  point  de  vue  analytique, 
que  si  la  latitude  est  au  plus  égale  à  8i°. 

Des  considérations  géométriques  font  retrouver  faci- 
lement les  équations  (i4  )  et  (i5). 

Considérons  sur  la  sphère  les  deux  triangles  sphé- 
riques  ZPL  et  ZPL/,  qui  ont  pour  côtés,  l'un 

ZP  =  9o°—  X, 
ZL  =  900, 
PL  =  90"—  D, 


(  5oG  ) 
et  l'autre 

ZPrr90"-)M 

ZL'  =  9o0-h  a, 
PL' =9o°—  D; 

l'angle  H  est,  dans  le  premier,  opposé  au  coté  ZL,  et 
l'angle  H',  dans  le  second,  est  opposé  au  côté  ZL'.  Dési- 
gnons par  L  et  1/  les  angles  des  deux  triangles  opposés 
au  côté  ZP.  11  viendra 


cosL  = 
cos \J = 


sin  À 
cosD 

sin  X  -I-  sina  sin  D 


cos  a  cosD 
ou  bien,  si  l'on  remplace  sinD  par  —  sinAtang-> 


cosL' 


sin),  (  1  —  sina  tang- 
cosa  cosD 


sinX 
cosD 


=  cosL, 


a 
puisque!  —  sinatang-  =cosa.    On  en  déduit  L  =  L'. 

Sur  le  côté  ZL',  opposé  à  l'angle  H',  prenons  ZZ'  =  a,  et 
menons  l'arc  de  grand  cercle  PZ'.  Les  deux  triangles 
PZL,  PZ'L'  auront  un  angle  égal,  L  =  L',  compris  entre 
côtés  égaux  chacun  à  chacun, 

L'Z'=9oo=LZ,     L'P  =  LP; 

donc  l'un  peut  être  considéré  comme  étant  une  seconde 
position  de  l'autre,  qu'on  aurait  fait  tourner  sur  la  sphère 
autour  du  point  P,  dans  h;  sens  convenable,  d'un  angle 
ZPZ'  =  LPL'  =  II'—  11.  Le  triangle  ZPZ'  a  donc  le 
côté  PZ  ("gai  au  côté  P//,  et  l'angle  compris  est  égal  à 
II' — IL  L'arc  de  grand  cercle  PI,  qui  coupe  cet  angle 
en  deux  parties  égales,  partage  la  hase  en  deux  Mo- 
ments égaux,  et  le  triangle  en  deux  triangles  rectangles 


(  5o7  ) 
en  I,   qui  ont  pour  hypoténuse  PZ  =  PZ'  =  900 — X  et 

pour  coté  de  l'angle  droit    7A  =  Z'I  =  -•  L'angle  op- 

H' H 

posé  à  ce  côté  est ?  et  l'on  retrouve  l'équation  (1 5) 


2 

a 


.    H'-II        S,"ï    ,  . 

sin = r--  La  construction  précédente  est  eon- 

2  cos À  l 

nue  sous  le  nom  de  construction  de  Cagnoli. 

L'équation  (i4)  résulte  de  la  comparaison  des  deux 
triangles  ZLP  et  ZL'P,  pour  lesquels  la  proportion 
des  sinus  donne  les  relations 


sin 

H' 

siriL' 

sin  L 

sin 

■(90' 

°  + 

a)         si  11(90° —  X) 

COS  A 

puisque 

sin  L'=  sin  L. 

Mais 

.              sinL 
sinli  — ; 

cos  À 

donc 

sinli'  =  sinli  sin  (90°  +  a)  =r  sinli  cos  a, 

c'est-à-dire  l'équation  (i4)« 

La  recherche  du  crépuscule  minimum  se  ramène  faci- 
lement à  des  constructions  géométriques. 

Décrivons  un  cercle  d'un  point  C  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  l'unité  5  menions  par  le  point  C  deux 
diamètres  rectangulaires  AA',  BB'.  Prenons  sur  le  qua- 
drant AB  un  arc  AM  égal  à  la  latitude  \-,  projetons  le 
point  M  enN  sur  le  diamètre  BB',  et  par  le  point  IN  me- 
nons NP,  faisant  avec  BB'  l'angle  PNB'  égal  à  -•   Soit  P 

l'intersection  de  cette  droite  avec  le  premier  diamètre 

CA.  Nous  avons 

a  a 

CP  —  GN  X  tan?  -  —  sin  À  tang  -  • 


(  5o8  ) 
Donc  CP  est,  en  valeur  absolue,  le  sinus  de  la  décli- 
naison D  qui  assure  le  moindre  crépuscule.  Il  suffit  de 
mener  par  le  point  P  une  parallèle  PQ  à  BB'  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  circonférence,  pour  avoir  en  B'Q  un  arc 
égal  à  la  valeur  absolue  de  D.  Quant  aux  signes,  on 
saura  que  D  et  \  sont  toujours  de  signes  contraires. 

Connaissant  D,  on  pourra  en  déduire  la  correction  de 
cosH  et  se  servir  des  diagrammes  pour  déterminer  H'. 
On  peut  aussi  se  rappeler  que,  lorsque  le  crépuscule  est 
minimum,  sinH'  =  sinH  cosa.  Il  n'y  aura  donc  qu'à 
projeter  le  sinus  de  l'angle  H,  donné  par  le  diagramme, 
sur  une  oblique  faisant,  avec  les  verticales,  un  angle  égal 
à  a;  la  projection  ramenée  à  être  verticale,  et  déplacée 
ensuite  parallèlement  vers  la  droite  jusqu'à  ce  qu'elle 
devienne  une  ordonuée  du  cercle,  fera  connaître  la  valeur 
de  l'angle  H'  cherché. 


SOLUTION  D'UNE  QUESTION  DE  MÉCANIQUE  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1879; 

(voir  2*  série,  t.  XIX,  p.  182); 

Par  M.  GAMBEY. 


Un  point  pesant  JM,  assujetti  à  rester  sur  la  surface 
d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  est 
attiré  par  un  centre  placé  au  sonunet  S  du  cône  :  l  attrac- 
tion est  proportionnelle  à  une  jonction  inconnue  de  la 
distance  MS  : 

i°  Trouver  quelle  doit  être  cette  jonction  pour  que 
la  trajectoire  du  point  M  soit  plane. 

2°  Etudier,  dans  ces  conditions,  le  mouvement  de  la 
projection  du  point  M  sur  un  plan  horizontal, 

3°  Déterminer  la  réaction  du  cône,  pour  une  position 
quelconque  du  point  M  sur  sa  trajectoire. 


(  5o9  ) 

Je  suppose  le  point  M  sur  la  nappe  inférieure  du  cône 
et  je  prends  des  axes  rectangulaires  se  coupant  au  som- 
met, l'axe  des  z  étant  vertical  et  dirigé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur. 

Soient  M,  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  des  xy, 
et  <p  l'angle  de  SM,  avec  Sx,  cet  angle  étant  compté  posi- 
tivement de  l'axe  des  x  vers  l'axe  des  y. 

Je  pose  encore 

OM  =  p,     OMt  =  r,     MO  z[—  6, 
d'où  les  relations 

^=pcos8,     r=rpsin6. 

Le  principe  des  forces  vives  donne  immédiatement 

(1)  dv-  = — 2/(p)dp  -\-2gdz, 

f(o)  étant  une  fonction  inconnue  de  p. 

Le  principe  des  aires  ayant  lieu  pour  la  projection  du 
mouvement  sur  le  plan  des  xy,  on  a  encore 

Pour  que  la  trajectoire  du  point  M  soit  plane,  il  faut 
et  il  suffit  que  sa  projection  sur  le  plan  des  xy  soit  une 
conique  ayant  le  point  S  pour  foyer. 

En  supposant  que  le  plan  de  la  trajectoire  du  point  M 
soit  perpendiculaire  au  plan  des  zx,  ce  qui  est  toujours 
permis,  et  qu'en  outre  le  sens  du  mouvement  soit  celui 
qui  fait  croître  l'angle  <]?,  l'équation  de  la  projection 
sur  le  plan  des  xy  sera 

(3)  r=—P 

i-he  cos  o 

Les  paramètres  p  et  c  peuvent  être  supposés  donnés  ou 
déterminés  en  fonction  des  données  initiales  du  mouve- 
ment. 


(  5io  ) 
La  vitesse  v  du  point  M  sur  le  cône  s'exprime  par 


dy 


df- 


(4)     <'2^^  +  P2i 


i      dr- 


dt 


dt-  '     sin2  8   dt*  ~h/"  dt* 


Les  relations  (i),  (2),  (3)  et  (4)  vont  nous  servir  à 
déterminer  la  fonction  /"(p  ). 

D'abord  l'équation  (4)  devient,  si  l'on  tient  compte  de 
l'équation  (2), 


v- 


1       dr' 


h- 


sin-  6  dC-        r- 


Mais  de  l'équation  de  la  conique  on  déduit,  en  ayant 
encore  égard  à  l'équation  (2), 


dr 

7Tt 


('  A  S1I1  cp 


J)onc 


(5) 
et 


c- 


e-  À2 
p-  sin2 

„o  1  S 

('-  A" 


sin- 


A" 

a 

r- 


9.  A- 


^<'2  =     „    .        f/  sin2  <p i   rfr. 

/?-sin26  r3 

Mais  de  l'équation  (3)  on  déduit  encore 


r/sin2cp  =  — 


3/>  dr        2p'2  dr 


e-    r 


e-      r 


Par  suite, 


d<<-=  — 


a  a-     dr 


</r 


—  -+-   2A2COtsQ  — 


ou 


bien 


dv 


1  _ 


/;  sin- 6   r"- 

2X2      dp        2X2  cos20  dp 
y;  sin3  6   ps 


mii'O        p3 


En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (1),  on 
en  déduit 


/(p)=  «r™s*-h 


à2     j_     x*cos»e  _i_ 

/»<ins0  p*""        sill46     p» 


(  5ii  ) 


11  en  résulte 


v- 


2X2         T 

p  sin30  p 

2X2      1 

/?sin26  r 


X2cos20    1 


sur 


V- 


X2cot26-  H-  jx, 


jjl  étant  une  constante. 

Déterminons  maintenant  les  constantes  \  et  [a.  Soient 
Vo  la  vitesse  initiale  du  mobile  M  sur  le  cône,  et  r0  la 
valeur  initiale  de  r;  nous  aurons  d'abord 


*o=— -Tft X2cot28-4-îi., 

/>sm-8  /•„  /•; 


et, comme  la  valeur  (0  )  de  c2  devient,  pourcp  =  :p0,  valeur 
initiale  de  co,  égale  à 


cette  autre  relation 


X2g2 

/?2  sin2' 


snV 


<fo 


X2 

-r->  il  en  résulte 

'  0 


X2 


X2e2 


*;o  =  —x  -+"     .    •   »A  sin"?o- 
Eliminant  entre  elles  le  rayon  vecteur  initial  par  la 


re 


lation  r0  === 


et  la  vitesse  <>J,  il  vient 


1  H-  e  coscp0 

/?2{j.sin28  —  X2(e2  —  1), 

équation  qui  peut  remplacer  l'une  des  deux  précédentes. 
On  voit  que,  pour  e<i,  =  i,>i,ona 


fA<0, 


o,     >  o 


>t  qu'on  a 


2  ,.2 


X2  =  (>5#'5,     v-^vl? 


e-  —  1 


p-  sin- 


Étudions  maintenant  le  mouvement  du  point  M,  sur 


(  5ia  ) 
le  plan  des  xr.  Soit  w  la  vitesse  de  ce  point;  nous  aurons 

r-d^sr  -+-  dr* 


dt- 

— -  sin-o  =  — 
P~  P 

c'est-à-dire 


=  —  H sin-o  =  -    i  +  e  cosœ)-  H —  sin-s, 

r-         p-  p-  '  p- 


1- 

(T-  r=   —  (  I  -f-  é*2  -+-  2  <?  COSo). 
P" 

Comme  nous  avons 

.       À2  V-e°-       .   . 

<"  —  -5  H „    .   ar  sin-o. 

/•-       />2sin26 

il  en  résulte 

c-À-cot26    .    _ 
(-  —  w-  = sm-cp. 

Donc  la  vitesse  w  est  toujours  plus  petite  que  r, 
excepté  pour  ï  =  oouo  =  ïï;  alors  w  =  v. 

En  supposant  ejji,  w  ne  peut  s'annuler;  donc,  sur 
l'ellipse  ou  sur  l'hyperbole,  le  mouvement  aura  toujours 
lieu  dans  le  même  sens. 

Mais  sur  la  parabole  on  aura  w  =  o  pour  c5  =  t:. 
Comme  le  rayon  vecteur  sera  alors  infini,  on  en  conclut 
que  sur  la  parabole  le  mouvement  aura  aussi  toujours  lieu 
dans  le  même  sens. 

Le  maximum  de  w2  est  donné  par  <p  =  o,  et  son  mini- 
mum par  cp  =  tz. 

Cherchons  à  exprimer  cp  en  fonction  du  temps.  Nous 
avons 


ep 


.2 r 

dt 


=  a  : 


mais  de 

nous  déduirons 


,  =  —p — 

I  -+-  e  COSCp 


(i-l-c  COS<p  )*J 


(  5i3  ) 

et 

,  en 

multi 

pliant  pai 

do 

'  ~diy 

2^? 

Pdt 

dt 

(  i  -h  e  cos 

?)% 

d'. 

où 

• 

p*d<?         _ 

la 

(i  h-  ecoscp)2 

Pour  intégrer,  il  faudrait  considérer  les  trois  cas  de 
e  <^  o,  e^>  o  et  e  =  o.  Nous  nous  occuperons  spéciale- 
ment du  cas  de  l'ellipse  et  de  celui  de  la  parabole. 

i°  e  <^  o.  La  conique  est  une  ellipse. 

Posons 


d'où 

du 


cp  / 1  +  e  u 


fifcpzrr^/l  — e1  et       i  +  ecoscp= 


i  —  e  cos  u  i  —  e  cos  w 

Substituant  et  intégrant,  il  vient 


It  =  a2 \J\  —  é1  (u  —  e  sin u )  -+-  const. 

Supposons  que,  pour  t  =  o,  on  ait  cp  =  co0  et  m  =  «0, 
il  en  résultera 


X£  =  cfisji  —  e1  (  u  —  u0  —  e  sin  u  h-  e  sin  w0), 

ce  qui  donne  l'angle  w,  et  par  suite  l'angle  cp,  en  fonction 
du  temps. 

Si  l'on  fait  u  =  2tc  -f-  a0,  la  formule  devient 


XT  =  2iraVi  —  e2- 


Or  iza2\Ji  —  e2  est  l'expression  de  l'aire  de  l'ellipse. 
En  l'appelant  A,  on  a,  pour  le  temps  mis  par  le  point  Mt 

à  parcourir  l'ellipse  entière,  T  =  -y-  ?  \  ayant,  comme 

cela  a  été  dit,  la  valeur  ^o'V 

Ann.  de  Mathémat.,  3e  série,  t.  Ier.  (Novembre  1882.)        33 
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2°e^>i.  Cas  de  Vhjperbole.  On  intègre  en  posant 


tan 


et  l'on  obtient 


g-=\/ tang  -, 

2       y    e  —  i         '2 


)v£  =  a2y/e2  —  i    e  tang  m  -h  log  tang(  7 

4         2 


const. 


3°  e  =  i .  Cas  de  la  parabole.  On  a  alors 

jf-rh 

c'est-à-dire 


(i  -h  coso) 

/?2  C?CC 


-  —  Adt. 


—  \dt. 


4  cos-1 


En  posant  tang-  =  p,  il  Aient  c/cp 


2ûfr> 


1-4-P' 


5>  d'où 


2Adt—p2(l   -h  P?)éfo, 

;j>2  c:j 
2à£  =  /?**>  -h     ^ H  eonst. 


— /?2(  tang-  H-      tang3-  )  -h  const. 

Si,  pour  o  =  o,  on  a  t  ==  o,  la  constante  est  nulle,  et 
il  vient  simplement 


E 

2 


t    r^-r-l  tang-^  Tf-  ô  tang*-*-  )• 

2  A  \  2  O  2  / 


Pour  tp  =  tt,  £=  00  , 

Il  reste  à  calculer  la  réaction  du  cône.  Soit  R  cette 
réaction.  Pour  la  déterminer,  <>n  peu!  se  servir  de  l'équa- 
tion du  mouvement  le  long  de  Taxe  des  z.  Cette  équa- 
tion est  la  sui\  aille 


•  Il 


/{?)-       Rsin8       ç. 


(  5,5  ) 

fi1  z 
En  y  substituant  les  valeurs  de  p,J(p)  et  -j^  en  fonc- 
tion de  r.  on  obtient 


R  =  g  sinO cosO. 

r3 


C01UÎESP01\DA]\CE. 


1 .   Sur  une  nouvelle  propriété  de  la  chaînette.  (Extrait 
d'une  Lettre  adressée  a  M.  Gerono  par  M.  H.  Resal.) 

Soient 

m  le  paramètre  d'une   chaînette  ou  l'ordonnée  de  son 

sommet  A  ; 
a,  l'inclinaison  sur  Ox  de  la  tangente  en  un  point  M  de 

la  courbe  ; 
M' le  symétrique  de  M  par  rapport  à  Oy\ 
I,  V  les  projections  de  M  et  M'  sur  Ox. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  le  centre 
de  gravité  de  l  aire  M II' M'  se  trouve  au  milieu  de 
l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  l arc  M'A  M  =  2  s, . 

Si  s  est  l'arc  de  la  courbe  mesuré  à  partir  de  A  et 
terminé  en  un  point  (.r,  y)  où  la  tangente  est  inclinée 
de  l'angle  a  sur  0.r,  on  a  les  formules  connues 

d  oc  nz 

s  —  m  tan  g  a,     ds  =  //2 —  >      v  =r , 

cos-a       ^         cosa 

,  dcc 

dx  ■=.  m ? 

cosa 

aire  AOMI  =:mst. 
Soient y\   ■)"  les  ordonnées  des  centres  de  gravité  de 


^ 
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l'arc  M'AM  et  de  l'aire  MII'M'.  On  a  évidemment 


r"1         d%       m  ,   /*"*    d* 

sif  —  F      w 5 =  m1  !     —, 

/  cos^  a  cosa  /      cosda 

_        r'1    m  dot     i     m  m3    /*' 

mst  y   =  /      m —  —  / 

J  !       cosa       cosa  2  cosa  2    / 

^  o  ^o 


*'     r/a 


COS**a 

d'où 

r' 

J       2 

ce  qu'il  fallait  établir. 

La  détermination  de  l'intégrale  dont  dépend  y  ou  j" 
n'offre  aucun  intérêt.  11  est  facile  de  reconnaître 
d'ailleurs  que  l'on  a 

*"'    dot.  (  1      \  sina, 


/      5-  =  10g    tangat  -+- 

J       cos3a  °\ 


cosaj/         cosia1 


2.  Nous  avons  reçu  plusieurs  solutions  analytiques 
de  la  question  proposée  pour  l'admission  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique en  1882.  Nous  les  ferons  connaître  dans  un 
prochain  numéro. 


COMPOSITIONS   DONNÉES  AIX  EXAMENS  DE  LICENCE    DANS 
LES  DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  (880 

[fis  (')]. 


Rennes. 


Composition  d'Analyse,  —  Intégration  de  l'expres- 
sion 

\d.r  +-  Ydy  hZcfe, 

dans  Laquelle  .r,  » ■,  r-  sont  trois  variables  indépendantes 


(')    Vouvelles   Innales,  '-•  série,  t.  I.  p.  |65. 


(    5.;    ) 
et  X,  Y,  Z    trois   fonctions  données  de   ces    variables. 
Prouver  que,  si  l'expression  est  une  diffère nli elle  exacte, 


la  valeur  de  l'intégrale 


s. 


dans  laquelle  on  regarde  y  et  z  comme  des  fonctions 
de  x,  est  indépendante  de  ces  fonctions,  pourvu  que 
leurs  valeurs  limites  soient  toujours  les  mêmes. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  mobile  sollicité 
par  une  force  dirigée  vers  un  point  fixe  et  fonction  de 
sa  distance  à  ce  point  est  observé  par  une  personne 
placée  au  centre  d'action,  perpendiculairement  au  plan 
qui  contient  ce  centre,  et  la  vitesse  initiale  du  mobile 
est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  sur  elle-même. 
Le  rayon  vecteur  qui  joint  l'observateur  au  mobile 
paraît  tourner  uniformément  avec  la  vitesse  angulaire  a/. 
Quelle  est  à  chaque  instant  la  vitesse  angulaire  w  de 
l'observateur  et  quelle  sera  la  trajectoire  apparente? 

Si  la  force  est  proportionnelle  à  la  n[cmo  puissance  de 
la  distance,  que  devra  être  l'exposant  de  cette  puissance 
pour  que  les  calculs  puissent  se  ramener  aux  fonctions 
élémentaires?  Examiner  spécialement  les  cas  n  =  if 
n  =  —  2. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  :  intersection  d'une 
sphère  et  d'un  cône. 

Clermont. 

Composition  d'Analyse.  —  Trouver  les  aires  des 
boucles  formées  par  les  courbes  dont  les  équations  sui- 
vent : 

i°     cc2n+l-h  y*n+t=za(a:y)n, 

2o  x°ni  _|_ ytn  —  a(xy)n-y. 

Dans  les  deux  cas,  n  désigne  un  nombre  entier  positif 


(  5.8  ) 
Composition   de   Mécanique.    —    Mouvement   d'un 
point  pesant  sur  la  courbe 


eni  —  i 

ax  -\-s —  o. 

n 


sachant  qu'il  y  a  une  résistance  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse,  cette  résistance  étant  exprimée  par 
la  formule  R  =  nv-. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  la  déclinaison  et 
l'ascension  droite  d'une  étoile.  On  demande  de  cal- 
culer la  longitude  et  la  latitude. 

Lille. 

Composition  d'Analyse.  —  i°  Intégrer  l'équation 
différentielle  du  premier  ordre 

dx)  ~l\chc)    =^  —  J?)8- 

2°  Des  lignes  asymptotiques  sur  une  surface  à  cour- 
bures opposées.  Equation  différentielle  de  ces  lignes. 
Détermination  de  leur  plan  oscillateur.  Leur  courbure 
peut-elle  s'obtenir  par  l'emploi  du  théorème  de  Meus- 
nier,  relatif  à  la  courbure  des  sections  obliques  d'une 
surface? 

Composition  de  Mécanique.  —  i°  Etablir  les  Irois 
équations,  dites  (''(/nations  d'Euler,  qui  déterminent 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe 
sous  l'action  <lc  forces  données. 

2°  Un  pendule  composé  esl  formé  :  i°  d'une  i  i  u  <  *  OV 
pesante  et  homogène,  de  longueur  connue  o.a  el  de 
masse  m\  ■>."  d'un  corps  de  forme  quelconque,  de  ma 
|jl,  dont  le  centre  de  gra^  it<''  B  peut  être  li\é  en  un  point 
variable  de  la  ti^«'  OA.  (  )n  connaît  le  rayou  /.  de  gyra- 
tion   de  ce  corps  |>;n"  rapport  à   un  axe  mené  par  son 


(  5«9  ) 
centre  de  gravité,  parallèle  à  l'axe  de  suspension  hori- 
zontal Oz. 

Comment  varie  la  durée  des  oscillations  infiniment 
petites  de  ce  pendule  avec  la  position  du  point  B  sur  la 
tige?  (On  ne  déplace  le  corps  B  le  long  de  la  tige  que 
par  un  mouvement  de  translation.) 

Epreuve  pratique.  — La  longitude  de  Moscou  étant 
35° iyf 3o"  et  sa  colatitude  34°i4/47,/>  trouver  l'azimut 
de  Moscou  sur  l'horizon  de  Paris,  azimut  compté  du 
Nord,  et  sa  distance  sphérique  à  Paris.  On  sait  que  la 
colatitude  de  Paris  est  4i°o/8//. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  M  1882. 


Malhématiq ues  spéciales . 

Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  parabole 
donnée,  dont  le  sommet  est  en  O,  on  mène  à  cette  courbe 
trois  normales  qui  la  rencontrent  aux  points  A,  B,  C. 
Les  longueurs  PA,  PB,  PC,  PO  étant  représentées  res- 
pectivement par  a,  Z>,  c,  /,  on  demande  de  former  l'équa- 
tion du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  /2 —  a2, 
l2 — &2,  l-  —  c2,  et  d'indiquer  les  signes  des  racines 
d'après  la  position  du  point  P,  dans  les  diverses  régions 
du  plan. 


NOTES  DIVERSES; 

Par  M.  E.  CATALAN. 


Méthode  des  isopérimètres.  —  Dans  l'avant-dernier 
numéro  des  Nouvelles  Annales  (juillet  1882),  M.  Bon- 
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ché  s'énonce  ainsi  :  «  Cela  posé,  considérons  la  suite  de 
Schwab 


i      i 


v/ï. 


o,   -•>  j,    y-y   au   ru   a.2,   r2. 

Cette  suite,  ou  plutôt  celle-ci 

1      1     /-    1  /  r\ 

ne  doit-elle  pas  porter  le  nom  de  Descartes.  En  1864, 
j'ai  rappelé  que  la  Méthode  des  isopérimètres  est  due 
au  grand  Philosophe.  (Nouvelles  Annales,  1864,  p.  546.) 

Un  théorème  de  M.  Lionne  t.  —  Probablement  par 
suite  de  fautes  typographiques,  l'énoncé  de  ce  théorème, 
tel  que  le  donne  M.  More t- Blanc  (Nouvelles  Annales, 
août  1882,  p.  362),  est  presque  inintelligible.  Voici 
comment  on  peut  le  rectifier  : 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  impairs  consécutifs 
ne  peut  être  une  puissance  exacte.  (Bien  entendu,  on 
fait  abstraction  de  la  puissance  un  )  (  '  )  • 

Or,  ce  théorème,  et  d'autres  du  même  genre,  ont  été 
démontrés  par  M.  Liouville  (Journal  de  Mathématiques, 
i857,  p.  278H»). 

(')  Pour  rectifier  l'énoncé  V,  p.  362,  il  suffit  de  remplacer  les  vir- 
gules qui  séparent  les  nombres  1,  3,  5,  7,  9,  ...  par  des  points  qui  en 
marquent  la  multiplication.  Cette  rectification  esl  bien  clairement 
indiquée  par  la  démonstration  du  théorème  relatif  au  produit 
1.3.5.7.9...  (:•/?  —  ])...  (p.  36a). 

Quant  à  cette  proposition  générale,  que  le  produit  de  plusieurs 
nombres  impairs  consécutifs  ne  peut  être  une  puissance  exacte 
d'un  degré  supérieur  à  /'unité,  elle  n'est  démontrée  qu'au  ta  ni  qu'il 
v  ait,  au  moins,  un  nombre  premier  parmi  les  facteurs  da  produit. 

(*)  Ceci  n'est  pas  rigoureusement  exact,  car  la  démonstration  de 
ce  théorème  a  été  abandonnée  par  M.  Liouville  à  la  sagacité  du 
lecteur.  C'est  qu'en  eflfel  !<■  théorème  donl  il  B'agit,  el  plusieurs  autres 
«lu   même  genre  (\<>ir  Nouvelles    Innales,   i"  série,  t.  XVI,  p. 


(  5ai   ) 
Il  y  a   plus;    mon   illustre  Maître   s'appuie,   comme 
M.  More t- Blanc,  sur  le  posLulatum  de  M.  Bertrand. 

Question  proposée  par  M.  Lionnet  (numéro  d'août, 
p.  36 1).  —  Cette  question,  également  résolue  par 
M.  Moret-Blanc,  est  un  cas  très  particulier  de  celle-ci  : 

Trouver  plusieurs  cubes  entiers  consécutifs,  dont  la 
somme  soit  un  carré,  dont  la  solution,  publiée  dans  les 
sectes  de  l' Académie  des  Nuovi  Lincei,  a  été  repro- 
duite dans  les  Nouvelles  Annales  (2e  série,  t.  VI, 
p.  63  et  276.) 

Théorème  de  M.  Cambier  (voir  Nouvelles  Annales, 
août  1882,  p.  383).  —  Dans  Mathésis,  M.  Cambier  en 
a  donné  la  démonstration.  On  peut  le  généraliser  ainsi  : 

Soit  ABCDE  un  pentagone  inscrit,  dans  lequel  les 
côtés  AB,  BC,  DE  sojit  égaux  :  i°  Si  l'on  mène  une 
transversale  XY,  parallèle  à  AB,  cette  droite  rencontre 
les  diagonales  AC,  AD,  BD  et  le  côté  AE,  en  quatre 
points  F,  G,  H,  K,  tels  que 

FK.GH:=BH.DH. 

2°  Si  l'on  prend  sur  le  prolongement  de  KF,  FI  =  HK, 
les  points  B,  G,  D,  I  appartiennent  à  une  même  circon- 
férence. 


PUBLICATIONS  RÉCENTES. 


1.   Traité  élémentaire  des  quaternlons,  par  P. -G. 
Tait,  professeur  des  Sciences  physiques  à  l'Université 


et  t.  XVII,  p.  187  et  236),  sont  des  corollaires  bien  simples  de  ce 
principe  fondamental,  établi  par  M.  Tchebychef,  que  entre  un 
nombre  a>  1  et  son  double  2  a,  il  y  a,  au  moins,  un  nombre  pre- 
mier. (G.) 
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d'Edimbourg.  Traduit  sur  la  seconde  édition  anglaise, 
avec  additions  de  l'auteur  et  notes  du  traducteur, 
par  Gustave  Plarr,  docteur  es  sciences  mathématiques. 
Première  Partie:  Théorie.  Applications  géométriques. 
—  Paris,  Gauthier-"\  illars,  imprimeur-libraire  (1882). 

2.  Eléments  de  construction  de  machines,  ou  In- 
troduction aux  principes  qui  régissent  les  dispositions 
et  les  proportions  des  organes  des  machines.  Contenant 
une  collection  de  formules  pour  la  construction  des 
machines,  par  M.  W,  Cawtliorne  Unwin,  professeur 
de  Mécanique  au  Collège  royal  indien  des  ingénieurs 
civils.  Traduit  de  l'anglais,  sur  la  deuxième  édition, 
avec  l'approbation  de  l'auteur,  par  M.  J.-A.  Bocquet, 
ancien  élève  de  l'Ecole  centrale,  chef  des  travaux  à 
l'Ecole  municipale  d'apprentis'  de  la  \  illette  (Paris); 
et  augmenté  d'un  Appendice,  par  M.  //.  Léauté, 
docteur  es  sciences  mathématiques,  Répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique.  — Paris,  Gauthier- \  illars,  imprimeur- 
libraire  (1882). 


SOLUTION  DE  QIEST10NS 
PROPOSÉES  IMS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question    I  Wl 

(voir    .'série  ,  I.  I,  p. 

Pa»  l  \    UYONYME. 

Par  le  sommet  Bd'un  triangle  \I>C  on  mène  une 
parallèle  à  In  base,  la  médiane,  la  bissectrice  et  la 
hauteur:  du  milieu  I)  de  la  hase  on  abaisse  SUf  la.  bis- 
sectrice une  perpendiculaire  1)11.  </m  rencontre  en  E 


(  5a3  ) 
et  F  la  hauteur  et  la  parallèle  à  la  base  :  il  s'agit  (le 
démontrer  que  DA2  =  DH  X  EF.  (A.  Cambier.  ) 

Soient  BG  et  BG'  les  bissectrices,  intérieure  et  exté- 
rieure, de  l'angle  B  (f  ).  Les  quatre  points  A,  C,  G,  G' 
étant  conjugués  harmoniques,  DA2  =  DG  X  DG',  ou, 
parce  que  DG'  =  BF,  comme  parallèles  comprises  entre 
parallèles,  DA2  =  DG  X  BF.  Mais  les  triangles  rectan- 
gles semblables  EBF,  DHG  donnent 

5§=:5H     ou     DGxBF  =  DHxEF; 
EF        BF 

donc 

DA2=DH  xEF. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1414 

(voir  .1"  série,  t.  f,  p.  383) 

Par   UN   ANONYME. 

Soient,  dans  deux  plans  rectangulaires ,  deux  cir- 
conférences ay  ant  respectivement  pour  diamètres  deux 
segments  conjugués  harmoniques  de  l'intersection  de 
ces  plans  ;  si  de  deux  points  quelconques  de  l'une  de  ces 
circonférences  on  mène  des  droites  à  deux  points  quel- 
conques de  l  autre ,  on  formera  un  quadrilatère,  gauche 
[en  général),  dont  deux  côtés  opposés  ont  le  même  pro- 
duit que  les  deux  autres  côtés  opposés. 

(H.     ScH  ROTER.) 

Soient 
P,  P'  les  deux  plans  rectangulaires  des   circonférences 
ayant    respectivement  pour  diamètres   des   segments 
conjugués    harmoniques  MN,   M'JV  de  l'intersection 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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de  ces  plans  5  O,  O'  les  milieux  de  ces  segments,  centres 

des   circonférences  5 
A,  B  deux  points  quelconques  de  la  circonférence  dont 

O  est  le  centre  et  P  le  plan; 
A',  B'  deux  points  quelconques  de  l'autre  circonférence. 

Il  s'agit  de  démontrer  que,  dans  le  quadrilatère  ABA'B', 
AA'xBB':=  AB'xBA'('). 

La  démonstration  que  nous  allons  donner  s'appuie 
sur  les  propositions  suivantes,  qui  sont  généralement 
connues  : 

i°  Si  MN,  M'N'  sont  deux  segments  conjugués  har- 
moniques d'une  droite,  et  O,  O'  les  milieux  de  ces  seg- 


ments, on  a 


ON2=OM'xON', 
O'M'^O'MxO'N, 

00,2  =  ON-  +  0'M'2. 

20  Les  points  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre 
l'un  des  deux  segments,  MN  par  exemple,  sont  à  des 
distances  des  extrémités  x\T,  jV  de  l'autre  segment  dans 
le  rapport  invariable 

NM'      MM' 


NN'      MN1 

Et  comme,  en  faisant  tourner  le  plan  de  la  circonfé- 
rence autour  de  son  diamètre  MN,  les  distances  d'un  point 
de  cette  circonférence  a  M',  N'  restent  constamment  les 
mêmes,  il  en  résulte  que  la  sphère  dont  O  est  le  centre 
et  ON  le  rayon  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  1  es- 
pace dont  les  distances  à  M'  et  Y  sont  dans  le  rapport 
NM7 
NN'* 

(  ')  Le  lecteur  esl  prié  de  faire  la  figure. 
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3°  Si,  MN  et  M'N'  étant  deux  segments  d'une  môme 
droite,  dont  les  milieux  sont  O,  O',  on  a 

ON2r=OM'x  ON'     ou     0'M'2=0'MxO'N, 

ces  deux  segments  seront  conjugués  harmoniques  (*). 

Cela  admis,  je  mène  dans  le  plan  P,  au  point  O',  une 
perpendiculaire  O'C  à  M'JV,  qui  rencontre  en  G  la  droite 
AB  prolongée,  et  du  point  C  comme  centre  et  avec  CM' 
ou  CN'  pour  rayon  je  décris  une  circonférence  dans  le 
plan  P.  Soient  D  et  E  les  points  d'intersection  de  cette 
circonférence  et  de  la  droite  AB,  les  segments  AB,  DE 
seront  conjugués  harmoniques. 

En  elïét,  les  triangles  rectangles  CO'M',  CO'O  donnent 

CM'2  =  GO'2  +  O'  M'2,     CO2  =  CO'2  +  O'  O2, 
d'où 

GM'2=  C02-t-  O'M'2—  00'2=  CO2—  ON2, 

puisque  OO'2  =  ON2 H-  O'M'2  (i°). 

L'égalité  CM'2=  CO2—  ON2  montre  que  la  droite 
CM'  est  égale  à  la  tangente  menée  du  point  C  à  la  cir- 
conférence dont  O  est  le  centre  et  ON  le  rayon.  Donc 
CM/2,  ou  CD2=  CB  xCA;et  par  conséquent  (3°)  les 
deux  segments  AB,  DE  sont  conjugués  harmoniques.  Il 
s'ensuit  (20)  que  la  sphère  dont  C  est  le  centre  et  CD 
le  rayon  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  l'espace 
dont  les  distances  aux  points  A  et  B  sont  dans  le  rapport 
DA 
DB* 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  sphère  coupe 
le  plan  V  suivant  la  circonférence  qui  a  M' IV  pour  dia- 
mètre}  car  la  droite  CO',  étant  perpendiculaire  au  plan 
P',  tous  les  points  de  cette  circonférence  sont  à  une  di- 
stance de  C  égale  au  rayon  CM'  de  la  sphère. 

(')  En  supposant,  toutefois,  que  les  points  M',  N'  soient  situés 
d'un  même  côté  du  milieu  O  de  MN. 
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On  a  donc 


d'ot 


ou 


^A      DA  BADA 

^rg  — jjïj    et    b7b~db' 


^9=— -,     AA'xBB'rzAB'xB.V. 
A'B       B'B 

C.     Q.     F.     D 


Question  1415 

(voir  3e  série,  t.  1,  p.  383); 

Par  M.  H.  B.  D., 

Professeur  de  .Mathématiques  à  Rome. 

Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

'a^  +  3p  clx 


P 


x        sjx^z^^x^-^f 

a  et  p  étant  des  constantes  données.       (S.  Realis.) 

En  posant 

(i)  œ%  —  {aLx^-^Y{z-±i) 

et  diflerentiant  cette  (équation,  on  a 

(2)  [3œ*— 2*(olx -h  $)(z*±:i)]dx  =  i(<xx -+-$)' zdz. 

Eliminant  (r;-±i)  entre  les   équations  (i)  et   (2    et 
réduisant;  nous  avons 

x°(zx  -+-  3[B)  chc=  2(a,r-+-  $)3  z</z 


ou 


a.r  +  3p            _  2  (a^r -t- (3)3^ 
clx Cl  z , 

ou  bien,  d'après  l'équation  (i), 

(3j clx  =  — - — — — '-!—  c/z. 

x  zszhi 

Mais  de  L'équation  (i)  on  déduit 
I  ',,  z(ax   hP)=Vr*»qh(«*-*-P 


(  ;■'•-  ) 

Donc 

a.z*4-3j3  dx  wdz 


Par  conséquent, 

/ajp  4-  3  3                 <:/^.-  ~ 
—  2  arc  tangs  h-  C 

et 

/ax  +  33                r/.r                     .      ^  —  i        ~ 
[         •  =  log hC, 
x        fa*  +  (<ta;  +  $y              -  +  1 

ou  bien 

"a .*?  4-  3  [3  <:/j? 


/ 


^        V^3qz(aa?4-P)2 


2 


v/±  i  '  \v/±  i 


arc  tang  (      *      )  4-  G 


,      ,     ,  Jxz^Ux  4-  p)- 
2  étant  touiours  e^ale  a = • 

a  x  4-  P 


En  général,  on  a 

■oca?  4-(/i  4-i)fJ       (a^?4-?)2    V/.r 


/ 


, — i 


x  \Jxn+1^{<x.x-^-^)n 

arc  tang  (      ~      )  4-  G, 


v/±T  Vv/± 


égale  à  4 /- 


*  étant  ér- 


Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Charles  Chabanel. 


QUESTIONS. 


/ 


1427.   Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

(x  —  i)mx,ldx 


\j¥nXn+¥n-.lXn-i-\-Vn-.%Xn-*->r.  .  .4-1\>./-24-Pi.^4-i 


(  5^8  ) 
où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

(^  +  i)(À-  +  2)(A-+3)...(À"  +  2m  +  i) 
j  jç  — 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  2  />£  ~h  I  ) 

(S.  Realis.  ) 

1428.   Si  l'on   considère  les  solutions   entières  (non 
négatives)  de  chacune  des  équations 


x 


-+-  iy  —  i —  i,  2a?  +  2>y  =  /i  —  3,  3j?-t-  [\y  —  n  —  5,.  . . 


le  nombre  total  de  ces  solutions  égale  l'excès  de  n-\-i 
sur  le  nombre  des  diviseurs  de  n  -f-  2. 

Exemple.  —  Soit  n  =  10;  la  première  des  équations 
admet  5  solulions;  la  seconde  n'en  admet  qu'une  seule  $ 
les  équations  suivantes  sont  impossibles;  le  nombre  total 
des  solutions  est  donc  6. 

Or,  1 2  admet  6  diviseurs,  et  12  —  6  =  6. 

(Catalan.) 


1429.  v) 


[ni 


9  24  49  80  121 


)J  8  26  48  81   120 

(Catalan.  ) 


Note.  —  La  question  1383  a  été  résolue  par  M.  François  Borletti, 
ingénieur'  à  Milan;  et  les  questions  1400,  1409  par  M.  Victor  de 
Strékalof,  à  Saint-Pétersbourg. 


RECTIFICATIONS. 

(voir  3*  série,  t.  I.) 


Page  346,  ligne  2,  au  lieu  de  \,  lu 


Page  3'|7,  ligne  7,  au  lieu  de  \jx  h-  o/i-,  liiez  ^xx-+-  3x6+. 
Page  i'iç),  ligne  a  en  remontant,  au  lieu  de  $x3,  lisez  px*. 
Page  480,  le  théorème  1426  étant  inexact,  la  question  1426  est  n*- 
tirée. 
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SUR  L'ELIMINATION; 

Par  M.  Ch.'BIEIILER. 


I.   Considérons  deux  équations 

o(x)—B0xp  -t-BiX?-1^- 


.  -+-  Am  =  o, 
.  H-Bp  =o, 


et  supposons  que  m  soit  supérieur  à  p. 
Soient  de  plus 

<Pji  —  B0œV--\-  B^-1  -h  . . .  4-  Bj,. 

Formons  le  système  des  équations 

/o<pO)  =  0, 

/i<p(^)  =  o, 


/w_p_1cp(^)=:0 

/m-p?(^)  —  To/(^)  =  0 

/»-p+l<p'(*)—  <?lf(&)=0 

fm-Mn)  —  ?p-l/(^)  =  O 

et  désignons  par  A  le  déterminant  du  système  de  ces 
équations,  considérées  comme  linéaires  et  homogènes 
entre  les  quantités  x'n-',  ,r"l~%  .  .  . ,  xl ,  x°  ;  le  détermi- 
nant A  sera  symétrique  par  rapport  à  la  diagonale  prin- 
cipale.  Désignons  en   outre   par  A,   le  déterminant  du 

système  des  équations 

o(x)  =  o, 

x  o(x)  =o, 


xm-P-l®(x)  =  o, 
4nn.de  Mat  hé  ma  t.,  3e  série,  t.  I.  (Décembre  1882.) 


34 


et 


(|53o  ) 

fm-p+lf{&)  —  ®l/(^)  =  O 


considérées    comme  linéaires   et  homogènes    en  1rm~', 


x 


m— 2 


'V»  'Vl0 


Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  a  entre  A  et  A,  la  relation 

très  simple 

A  =  A1xA'0"-'\ 

Il  nous  sera  avantageux,  dans  ce  qui  suit,  de  considé- 
rer le  déterminant  A  qui  est  symétrique,  de  préférence 
au  déterminant  Ai  qui  ne  jouit  pas  de  la  même  propriété. 
Cette  substitution  de  A  à  A,  ne  présente  aucun  inconvé- 
nient si,  comme  nous  le  supposons,  A0  est  une  quantité 
différente  de  zéro.  Posons 


/1?(^)=G2)1^-1 


Gi  o 


x 


rn—1 


G, 


•2m, 2  & 


///  — 2 


fm—p— i<P(*z?)  "  G/„_yJ)1^,m      -+- 


*J m  —  p,m  y 


m-\ 


+  G,„_ 


/«— /m-I,  w» 


on  aura  alors 


«i--i 


G 


///,m  ' 


A  — 


Gi.i 

Gi>2 

•  •     G,,,,, 

G2,i 

G2,2 

•    •            ^2,//! 

"m— />,! 

... 

•  •        **/tl  -  p.lll 

*-*/>!  — />-+-!,  1 

... 

•  •        ^Jni-  p-h\,m 

et  il  esi  clair  que  A  =  o   e$l  une  condition  nécessaire 
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u  = 


V  = 


en  posant 

Gi,i 

Gm 

. 

•    Gi,;Jl-i                /o 

Gin-i-i 

•    G^,,, 

G2,i 

G2,2 

• 

••    G2,(A-l                /i 

G2.ii.-1-1 

•  G2,m 

G/n-p,l 

Gm_ 

-/>,a 

••    «m-  p,;a—  1      Jm—p—l 

">»— p,JH-l 

••    {*m—p,m 

^m-p+1,1 

Gm- 

p+1,2    • 

. .    Gw— jo-t-i,}x— i  y  m— p 

"m-jB+i,n+|    • 

. .    Lrm_p-4- 1  t ,,, 

rm,l 


G 


m, 2 


rm,^-l 


et 

G2,i 


Gi(2 

G2,2 


...  GlilA_! 
...  G2)li_i 


/*. 


o    Gj, 


rm,^+l 


'  m,rn 


H+1 


O  G2.;x4-1 


•••  GIim 
...  G, 


'2, m 


G/n— /j,1         Gm_pi2         •••    G/Tt—p^.^—i      °      ^m—p^-hl         •••    (jm—p,m 
Gm_p-f-i,i    Gm— /)4-l,2    •••    G/rc-p-f-i^-i  Ç>o    G/Tj-^-f-i^-^i    ...    G/n-p+^jn 

G/nfi  GOTi2  ...  Gm,n_i      ^-î  G^i^x-hj  ...  Gm>m 

Cette  identité,  dans   l'hypothèse  de  A  =  o,    devient 

o  =  U?(*)-V/(*); 

elle  montre  donc  que  les  deux  équations  f{x)  =  o. 
o(x)  =■  o  ont  une  racine  commune,  à  moins  que  les 
deux  fonctions  U  et  V  ne  soient  identiquement  nulles 
quel  que  soit  u,  auquel  cas  on  ne  peut  rien  en  conclure. 

3.  Nous  allons  montrer  que,  dans  l'hypothèse  faite, 
que  les  déterminants  d'ordre  m  —  1,  mineurs  de  A,  ne 
sont  pas  tous  nuls,  les  fonctions  U  et  V  ne  peuvent  pas 
être  identiquement  nulles,  quel  que  soit  u. 

Désignons  en  effet  par  A(u,  v)  le  déterminant  d'ordre 
ni  —  1  obtenu  en  supprimant  dans  la  figuration  de  A  la 
colonne  d'ordre  \i  et  la  rangée  d'ordre  v. 
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Les  fonctions  U  et  V  pourront  s'écrire 

±  U=/ffl-,xA(h  m) 

—  /,„-2XA(;x,  m—  i)  -+-..  .±/0x  A((x,  i), 

±:  V  =  cp/)_1  x  A  (  ;x,  m) 

—  cp/,_2xA(jj.,;?i  —  i)  -h.  .  .±cp0A((x,m  — yj>-M) 

ou  bien,  en  ordonnant  ces  polynômes  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  .r, 


U  =  À0A([jL,m)a7m-1  +  A1  A(jx,  m) 

—  A0A(jx,  m— i) 

V  =  B0A([x,  m)^-1-*-  Bt  A  (  jjl,  m) 
—  B0A((x,  m—i) 


xm~*-\-  A2A(|x,  m) 

—  A1 A  ({a,  m  —  i) 

-+-  A0A(|x,  m  — 2) 

xP-*-\-  B2  A(;x,  m) 

—  Bj  A([x,  m  —  1) 

+  B0A([ji,  m  —  2) 


gçm—Z 


XP-* 


Si    donc   U   et   V    étaient   identiquement   nuls,    on 
aurait 


A (  [x,  m )  —  o,     A  (  (x,  m  —  1  ) 
et  par  suite 


o, 


A({x,i)  =  o, 


A(|x,  v)  =  o, 


pour  toutes  les  valeurs  de  [x.  et  de  v,  depuis  1  jusqu'à  m, 
ce  qui  est  contraire  cà  l'hypothèse }  on  peut  donc  con- 
clure de  ce  qui  précède  : 

Si  A  =  o  et  si  les  déterminants  d'ordre  m  —  1 ,  mineurs 
de  A,  ne  sont  pas  tous  nuls,  les  équations  proposées  ad- 
mettent au  moins  une  racine  commune . 


4.  Nous  allons  démontrer  en  outre  que,  si  A  =  o  et  si 
les  déterminants  A  (  [x,  v)  ne  sont  pas  tous  nuls,  A([x,  ni) 
est  nécessairement  diiïérent  de  zéro,  quel  que  soit  ix, 
et  par  suite  les  fonctions  U  etV  formées  plus  haut  sont 
respectivement  de  degré  //*  —  1  et  p  —  1 . 
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que  l'on  peut  écrire 
(b)  ^^^A(i*1,v1)±:^OT-,l.A(pi2,v1)  =  UI«p(iF)V1/(a7); 

les  fonctions  U4  et  Vt ,  qui  sont  en  général  de  degrés 
m  —  i  et  p  —  i ,  ne  sont  plus  que  de  degrés  m  — 2  et 
p  —  2  lorsque  v<  =  m. 

Si  A([i.,7n)  était  égal  à  zéro,  pour  une  valeur  parti- 
culière donnée  à  [j.,  l'égalité  précédente,  pour  ijl,  =  p., 
v<  =  m,  prendrait  la  forme 

et  comme,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré,  f{x)  =  o 
et  o(x)  =  o  ont  au  moins  une  racine  commune,  il  s'en- 
suit que  l'on  a 

A(|*2,7?i)  =0} 

quelque  soit  |à2  5  par  suite,  si  un  seul  des  déterminants 
A  (p.,  m)  était  nul,  tous  les  déterminants  obtenus,  en 
faisant  varier  jjl  depuis  1  jusqu'à  m  dans  A(m,  m),  seraient 
aussi  nuls. 

Mais,  le  déterminant  A  étant  symétrique,  on  a 

A(|x,  v)  — :  A(v,  u.); 

par  suite,  l'identité  (&),  pour  [i.2  =  m,  se  réduit  à 

±.A(>i»v1)  =  U1«p(a?)  —  Vi/(#), 

et,  comme  les  deux  équations  f[x)  =0,  o  (a?)  =  o 
admettent  au  moins  une  racine  commune,  on  aurait 

A(;j.,,  vt)  =0, 

quels  que  soient  u.<  et  v,,  ce  qui  est  contraire  à  1  hypo- 
thèse. Donc  : 

Si  A  =  o,  et  si  les  déterminants  A(  jji,  v  )  ne  sont  pas 
tous  nuls,  on  a  nécessairement  A(|x, ///)  ^o,  quel  que 
soit  ut,  e£,  /?«/•  suite,  les  fonctions  U  e£  V  sont  respec- 
tivement de  degrés  m  —  1  et  p  —  1 . 
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5.  Nous  allons  démontrer  enfin  que  si  A  =  o,  et  si  les 
déterminants  d(p.,v)  ne  sont  pas  tous  nuls,  les  équations 
proposées  n'admettent  qu'une  seule  racine  commune. 

Faisons,  en  effet,  v,  =  m,  u.{  =  m,  [j.2  —  m  —  i  dans 
l'identité  (&),  il  viendra 

x  A  (m,  m)  4-  \(m  —  i,  m)  =  Ut  o(x)  —  Y1f(x). 

Les  quantités  A  (tw,  m),  A(/?z  —  i,  tu)  sont, d'après  ce  que 
nous  avons  démontré,  toutes  les  deux  différentes  de  zéro  ; 
de  plus,  les  fonctions  U<  et  V4,  qui  sont  dans  ce  cas  de 
degré  m —  i  au  plus,  ne  peuvent  être  identiquement 
nulles,  puisque  le  premier  membre  ne  l'est  pas  ;  par  suite, 
si  f(x)=o  et  cp(x)  =  o  admettaient  deux  racines 
communes  ou  plus  de  deux,  ces  racines  devraient  satis- 
faire à  l'équation  du  premier  degré 

^A(/rt,  m )  -+-  A(/?i  —  i,  m)  ==  o, 

et,  par  suite,  cette  équation  devrait  se  réduire  à  une  iden- 
tité, ce  qui  est  contraire  à  ce  que  nous  venons  de  démon- 
trer. Donc  : 

Si  A  =  o   et  si  les  déterminants  A  (  u,  v)  ne  sont  pas 

tous  nuls,  les  équations  proposées  n  admettent  qu'une 

seule  racine  commune,  et  cette  racine  est  fournie  par 

V  équation 

x  A(/>?,  m)  -+-  A(m  —  i,  m)  =  o, 

ou,  comme  il  est  facile   de  s'en  assurer,    par  lune  des 

équations 

x  A(  jj.,  m)  -+- A( (jl,  m  —  i  )  =  o, 

obtenues  en  donnant  à  u.  Les  valeurs  i .  ?.,  ....  m. 

L'identité  (b)  donne  aussi,  pour  [x2  =  ///,  ;/.,  =  i .  i 

/;/  —  i,  une  série  d'expressions  pour  les  puissances  de  la 
racine  commune)  depuis  la  puissance  m  —  i,  jusquà  la 
première  puissance. 
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IL 

6.  Supposons  maintenant  que  A  =  o,  que  les  déter- 
minants A([à,v)  soient  tous  nuls,  et  que  les  détermi- 
nants d'ordre  m —  2,  mineurs  de  A,  ne  soient  pas  tous 
nuls . 

L'identité  (b)  se  réduit  à 

o  =  U1<p(a?)-V1/(*). 

Elle  montre  que  les  deux  équations  f(x)  =  o, 
cp  (x)  =  o  ont  au  moins  une  racine  commune,  h  moins 
que  les  fonctions  U,  et  V<  ne  soient  identiquement 
nulles.  Mais  s'il  en  était  ainsi,  on  aurait 

M  Pi»  f**ï  vi>  m)  =  o,     A(i*j,  |x2;  vt,  m  —  1)  — o, 
et  par  suite 

M^l»  f*2Î   V1,-V,)=0, 

en  désignant  d'une  manière  générale  par  A  (^  ,  [i.2  ;  v< ,  v2) 
le  déterminant  d'ordre  m  —  2,  mineur  de  A,  obtenu 
en  supprimant  dans  la  figuration  de  A  les  colonnes 
d'ordre  [x,  et  jjl2  et  les  rangées  d'ordre  v,  et  v2. 

Or  nous  avons  supposé  que  les  déterminants  de  la 
forme  A(  jjl<  ,  u.a';  v, ,  v2)  ne  sont  pas  tous  nuls  ;  par  suite, 
les  fonctions  U<  et  V<  ne  sont  pas  identiquement  nulles. 

7.  Nous  allons  démontrer,  de  plus,  que  les  deux  équa- 
tions J  (x)  =  o,  cp(x)  =  o  ont,  dans  les  hypothèses 
faites  ci-dessus,  au  moins  deux  racines  communes. 

En  effet,  pour  v,  =  m,  les  deux  fonctions  U,  et  \\  de 
l'identité  (b)  s'abaissent  respectivement  aux  degrés 
m  —  2  et  p —  i\  par  suite,  si  ces  fonctions  ne  sont  pas 
identiquement  nulles  pour  v4  =  tn,  le  théorème  d'Euler 
nous    montre    que  les    équations  f(x)  =  o,  f(x)  =  o 
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admettent  au  moins  deux  racines  communes.  11  est  aisé 
de  démontrer  que,  dans  ce  cas,  U<  et  V<  ne  sont  pas 
identiquement  nulles  quels  que  soient  les  nombres  a,, 
jx2  ;  il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eût 

A(;x,,;j.2;  m, v2)  =  o, 

comme  il  est  aisé  de  le  voir  en  développant  \}t  et  V1 . 

Mais  on  peut  établir,  comme  nous  l'avons  fait  pour 
l'identité  (&),  une  identité  nouvelle,  dans  le  premier 
membre  de  laquelle  figurent  trois  déterminants  d'ordre 
m  —  2,  mineurs  de  A,  savoir  : 

/  a?OT-H-«A(iii1,ii.t;y1,va)±:^m-f12A(fi„lxt;  vnv2J 
(c)  ±xm~ P.  Mus,^  ;*,,-,,  ) 

(  =U1?(a?>— V,/(*). 

Si  l'on  fait  dans  cette  identité  u3  =  m,  il  viendra 

±  ^'"-l-1,  A  (  />? ,  jxj  ;  vt,  v,  )  =  Ua<p(a?)  —  Ya/(  #  ) • 
Si  l'on  avait 

A (;.».,,  u2;  m,v2)  =0, 
on  aurait  aussi,  à  cause  de  la  symétrie  de  A, 

f(™j  \H  î  V|, vt)  =  o,       À(m,  a, ;  v,,  v, )  =  o, 
et  par  suite  l'identité  (c)  prendrait  la  forme 

ACw»m;^t»vi)  =  ut<p(3?)  —  v2/(.r). 

et  comme)  d'après  ce  qui  précède,  /'(  .r)  =  o.  s  (  .r  =  o 
ont  au  moins  une  racine  commune,  On  aurai I 

A(  ;;.,,;;..:  vt,v,) 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Les  fonctions  l  ,  e(  \  (  ne  sont  donc  pas  identiquement 

nulles,  quand  v,  —  m  et  quels  que  soient  ;j. ,  et  ;a2;   par 
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suite,  les  équations  proposées  admettent  au  moins  deux 
racines  communes }  on  a  donc  cette  proposition  : 

Si  A  =  o7  et  si  tous  les  mineurs  A(u.v)  sont  nuls, 
sans  que  les  déterminants  d'ordre  ni —  2,  mineurs  de  A, 
le  soient  tous,  les  deux  équations  proposées  admettent 
au  moins  deux  racines  communes. 

8.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que,  dans  les 
hypothèses  faites  précédemment,  les  équations  proposées 
n'admettent  que  deux  racines  communes. 

Faisons  en  effet,  dans  l'identité  (c), 

{j.3  —  7?i ,     |j.2  — :  ni  —  1 ,     [xl  =  îu  —  2 , 

on  aura 

\(m  —  2,  m  —  1  ;  v1?  v2)  dr  xb.(m,m  —  1  ;  v4,  v2) 

±  x*  A  (  m,  m  —  2  ;  vt,  va  ) 

=  U2v(x)-Y2f(x).~ 

Si  les  deux  équations y(.r)  =  o,  <f(x)  =  o  admettaient 
plus  de  deux  racines  communes,  l'équation  du  second 
degré 

\(m  —  2, m  —  1  ;  Vj,v2)  ±  x\(7)i,m  —  1  ;  Vj,v2) 

±:  x1  A  (  ni ,  m  —  2  ;  vt ,  v2 )  =  o 

se  réduirait  à  une  identité}  par  suite,  on  aurait 

A  (ni  —  2,  7?i  —  1  ;  v4,  v2)  =  o, 
A  (7)1,  7)1  —  i  ;  vt,  v2)  =ir  o, 
A  (m,  m  —  2  ;  vl5  v2)  =  o. 

En  faisant  dans  (c) 

V-i  ~m,     iJ..2  =  m  —  1, 

cette  identité  devient 

xm'\h  A(;?î,  ))i  —  1  ;  v,,  v2)  ±  j?A(  jjl3,  m  ;  v,,  v„  ) 
±  A(|x3,  7u  —  1;  v,,  v2)—  lT2'f  (.r)  —  Vî/(ir), 
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et  comme 

A(m,  m  —  i  ;  v,,  v2  )  =0, 
±^A((x3,  m;  Vj,v4) 
±  A(|j.3,  /?i  —  1  ;  v,,  v2)=z  U2cp(^)  —  \\f(x). 

L'équation  du  premier  degré 

±œ\{\xz,  m;  v,,  v2)  ±  A(;j.3,  m  — i  ;  vt  v2)  =q 

devant  admettre  au  moins  deux  racines,  on  a 

*(f**>m»Vll  V2)=0, 

A(;x3,m  —  1  ;  vj,v2)=ô. 
Or  nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  on  a 

M:j-i,  ix2',  v1,v1)=.o, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse;  on  a  donc  cette  nou- 
velle proposition  : 

Si  A  —  o  et  si  tous  les  mineurs  A (  jjl,  v)  sont  nuls, 
sans  que  les  mineurs  du  second  ordre  A (  u.<  ,  u2 ; v, ,  v2  ) 
le  soient  tous,  les  équations  pi'oposées  admettent  deux 
racines  communes  et  11  en  admettent  que  deux. 

Les  racines  sont  données  par  l'une  des  équations  du 
second  degré 

A  (  m  —  2 ,  m  —  1  ;  vt ,  v2  )  ziz  x  A  (  m ,  m  —  1  ;  vt,  v,) 

±  j:2A(7??,  m  —  a  ;  vi,  vt)  =  o. 

9.  On  peut  faire  voir  de  plus  que,  si  A  =  o  et  si 
tous  les  mineurs  A(jjl,  v)  sont  nuls,  tous  les  mineurs 
A([jl«,  (jl2  ;  v,,  va)  sont  aussi  nuls,  du  moment  que  le  mi- 
neur A  (/;/,  m  —  1  •  ///,  ///  —  1  )  est  nul. 

Eu  effet,  faisons,  dans  l'identité  (e), 

;;.,  =  m ,      iju  :    m        i,      v,  —  ni.       v.    =  m  —  1  . 
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elle  deviendra 

xm-?i  A ( m,  m  —  i  ;  m ,  ni  —  i)±^A(jj.3)m  —  i  ;  m ,m  —  i  ) 
dz  A((x3,  m;  m,  m  —  i)  =U2^(ic)  —  \%f  (x). 

Dans  l'hypothèse  de 

A  ( m,  ni  —  i  ;  m,  m  —  i  )  =  o, 

cette  identité  devient 

zb^A({x3,  m  —  i  ;  m,  ni  —  i)  rb  A(jjl3,  m  ;  ni,  m  —  i  ) 
=  XJ,o(x)-\\f(œ). 

Comme/(a:)  =  o  et  o(x)  =  o  ont  au  moins  deux 
racines  communes,  dans  les  hypothèses  faites,  on   aura 

A([x3,  m  —  i  ;  m,  m  —  i)  =  o,     A({jl3,  m  ;  m,  ni  —  i)  —  o. 

Faisons  maintenant,  dans  (c),  p.,  ac=  m,  p.2  =  m  —  i , 
v,  =  ?7z,  on  en  déduira 

M  ^s,  m  —  i]  ni,  v2)  =  0,     A(|x3,  m,  va)  —  o, 

puis,  pour  p.3  =  /?/,  v,  =  m,  on  en  tirera 

M^ijN;  m,  v2)  =  o; 

et   enfin,  en  faisant,  dans   (c),  p.  3  =  m,  on  en   déduit 

ce  qui  montre  que,  dans  le  cas  où 

A  =  o,     A((j.,v)=:o,     ùi(m,  m  —  i;m,m  —  i)  =  o, 

tous  les  déterminants  A  (  [jl,  ,  {ju  \  v< ,  v2  )  sont  nuls. 

Mais  nous  avons  démontré  que,  si  A  =  o,  A  (/w,  m)  =  o, 
on  a  A(  jjl,  v)  =  o;  par  suite,  si  A  —  o,  A  (m,  ni)  =  o, 
A  (m,  m  —  1 -,  m,  m  —  i)  =  o,  tous  les  déterminants 
A([xM  pu  ;  v,,  v2)  sont  nuls. 
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10.  En  continuant  de  la  même  manière  que  précédem- 
ment, on  démontrerait  cjue ,  si  A  =  o,  A(y.,  v)  =  o, 
A(  [à,  ,  [J-2  5  v, ,  v2)  =  o,  sans  que  les  déterminants  d'ordre 
m —  3,  mineurs  de  A,  soient  tous  nuls,  les  équations  pro- 
posées admettent  trois  racines  communes  et  n'en  ad- 
mettent pas  plus  de  trois,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  générale  : 

Si  A  =  o,  et  si  les  déterminants  d'ordre  m —  i, 
m —  2, . . , ,  m  —  /;  +  i,  mineurs  de  A,  sont  tous  nuls,  sans 
que  tous  les  déterminants  d'ordre  m  —  p,  mineurs 
de  A,  soient  nuls,  les  équations  proposées  admettent 
p  racines  communes  et  n'en  admettent  pas  plus  de  p. 

Ou  bien  encore, 

Si  A  =  o,  et  si  les  déterminants  d'ordre  ni  —  i, 
m  —  i, . . . ,  m  — p  -+- 1 ,  mineurs  de  A,  obtenus  respective- 
ment en  supprimant  dans  A  la  dernière  colonne  et  la  der- 
nière rangée,  puis  les  deux  dernières  colonnes  et  les  deux 
dernières  rangées ,  etc.,  enfin  les  p —  i  dernières  colonnes 
et  les  p  —  i  dernières  rangées  sont  nuls,  et  si  le  mineur 
d'ordre  m  —  py  obtenu  en  supprimant  dans  A  les  j> 
dernières  colonnes  et  les  p  dernières  rangées,  est  diffé- 
rent de  zéro,  les  équations  proposées  admettent  p  ra- 
cines communes  et  n'en  admettent  pas  davantage. 


TRANSFORMATIONS  PAR  SEMI-DROITES  RÉCIPROQUES; 

Par  M.  LAGUERRE. 


4.  Une  droite  étant  donnée,  on  peut  supposer  quelle 
soit  décrite  dans  un  certain  sens  par  un  point  mobile; 
une  telle  droite,  déterminée  ainsi  par  sa  position  el  le 
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sens  dans  lequel  elle  est  décrite,  est  désignée  sous  le  nom 
de  semi-droite  ;  ee  sens  est  indiqué  sur  la  figure  par 
une  llèclie  placée  près  de  la  droite  (Jig-  i). 

Une  même  droite  pouvant  être  décrite  dans  deux  sens 
différents  détermine  deux  semi-droites  distinctes,  que 
l'on  appelle  semi-droites  opposées. 

2.  Un  cercle  étant  donné,  on  peut  supposer  également 
qu'il  soit  décrit  dans  un  certain  sens  par  un  point  mo- 
bile}  un  tel  cercle,  déterminé  ainsi  par  sa  position  et  le 
sens  dans  lequel  il  est  décrit,  est  désigné  sous  le  nom 
de  cycle  ;  ce  sens  est  indiqué  sur  la  figure  par  une  llèclie 
placée  près  de  la  circonférence  du  cycle. 

Un  même  cercle  pouvant  être  décrit  dans  deux  sens 
différents  détermine  deux  cycles  distincts  que  l'on  ap- 
pelle cycles  opposés. 

3.  En  un  point  A  d'un  cycle,  la  tangente  doit  être 


considérée,  le  long  de  l'élément  infiniment  petit  commun 
au  cycle,  comme  décrite  dans  le  môme  sens  que  le  cycle  \ 
la  tangente  au  point  A  est  donc  une  semi-droite  bien 
déterminée. 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 
i°   On  ne  peut  mener  à  un  cycle  donné  quune  tan- 
gente parallèle  à  une  semi-droite  donnée. 

Il  est  clair,  en  effet,  qu'on  peut  mener  au  cercle  dé- 
terminé par  le  cycle  deux  tangentes  parallèles  à  la  droite 
déterminée  par  la  semi-droite  donnée;  mais,  si  Ton  dé- 
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signe  par  A  et  par  À'  les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes, on  voit  que  les  tangentes  en  ces  points  ont  des 
directions  opposées  5  une  seule  d'entre  elles  est  donc  pa- 
rallèle à  la  semi-droite  donnée. 

20  Deux  cycles  donnés  ont  deux  tangentes  com- 
munes et  n'en  ont  que  deux. 

Sur  la  fig.  2,  on  voit  que  les  semi-droites  AA'  et  BB' 
sont  tangentes  à  la  fois  aux  deux  cycles  Ket  K/.  Les  cercles 
déterminés  par  ces  cycles  ont  quatre  tangentes  com- 
munes, dont  deux  sont  précisément  AA'  et  BB';  si  l'on 
considère  une  quelconque  des  deux  autres,  par  exemple 
CC/,  il  est  aisé  de  voir  que,  quel  que  soit  le  sens  dans 
lequel  on  suppose  décrite  cette  droite,  elle  ne  peut 
toucher  les  deux  cycles  donnés,  d'après  la  définition 
donnée  du  contact  d'un  cycle  et  d'une  semi-droite. 

Deux  cycles  ont  donc  seulement  deux  tangentes 
communes  ;  leur  point  de  rencontre  P  est  le  centre  de 
similitude  des  deux  cycles. 

Ce  centre  de  similitude  est  unique  ('). 

La  distance  AA',  comprise  sur  l'une  des  tangentes 
communes  entre  les  points  de  contact  avec  les  cycles, 
est  la  distance  tangentielle  des  cycles;  elle  n'est  déter- 
minée qu'en  valeur  absolue,  mais  non  en  signe. 

4.  Le  rayon  d'un  cycle  sera  regardé  comme  positif  si 
ce  cycle  est  décrit  dans  le  sens  du  mouvement  des  ai- 
guilles d'une  montre,  comme  négatif  dans  le  cas  con- 
traire. 

Par  suite,  en  désignant  par  T  la  distance  tangentielle 
des  deux  cycles  dont  les  centres  sont  O  et  C,  la  fig 


(')  Une  proposition  bien  connue  peut,  par  suite  de  cette  définition, 

s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnés  trois  cycles,  les  trois  centres  de  similitude  rf< 
cycles  pris  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite. 
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montre  immédiatement  que,  en  désignant  par  i)  la'dis- 
tance  des  centres,  on  a  la  relation 

T2=D-  —  (R  —  R')2. 

Cette  formule  détermine,  dans  tous  les  cas  possibles,  la 
distance  tangentielle  de  deux  cycles  ;  en  particulier,  si 

Fig.    2. 


nous  considérons  deux  cycles  opposés,  si  le  rayon  d'un 
de  ces  cycles  est  R,  l'autre  est  — R;  d'ailleurs,  la  di- 
stance de  leurs  centres  est  nulle  ;  on  a  donc,  dans  ce  cas, 

T2  —  —  4R2. 

5.  Une  semi-droite  étant  donnée,  ainsi  qu'un  point  P, 
le  cycle  qui  a  pour  centre  ce  point  et  qui  touche  la  semi- 
droite  est  bien  déterminé;  la  distance  du  point  P  à  la 
semi-droite  est  le  rayon  de  ce  cycle:  elle  est  donc  déter- 
minée en  grandeur  et  en  ligne. 

6.  Un  point  doit  être  considéré  comme  un  cycle  d'un 
rayon  infiniment  petit;  toutes  les  semi-droites  passant 
par  ce  point  doivent  être  considérées  comme  tangentes 
à  ce  cycle. 

7.  Etant  données  deux  semi-droites  quelconques,  on 
peut  construire  une  infinité  de  cycles  qui  leur  soient 
tangents;  les  centres  de  ces  cycles  sont  situés  sur  une 
même  droite  que  l'on  appellera  la  bissectrice  des  semi- 
droites. 

Ann.  de  Ma thèmat .,  3e  série  ,  t.  I.  (Décembre  1882.)  35 
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Si,  le  point  P  d'intersection  des  semi-droites  restant 
fixe,  l'angle  que  font  ces  semi- droites  diminue  indéfini- 
ment, en  sorte  qu'elles  tendent  toutes  les  deux  à  se  con- 
fondre avec  leur  bissectrice,  les  rayons  de  tous  les  cycles 
inscrits  diminuent  indéfiniment  et  à  la  limite  se  rédui- 
sent à  des  points,  tandis  que  les  deux  semi-droites  de- 
viennent deux  semi-droites  opposées. 

On  voit  ainsi  que  les  cycles  qui  touchent  deux  semi- 
droites  opposées  sont  les  divers  points  de  la  droite 
qu'elles  déterminent. 

8.  Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  qu'un  cycle 
assujetti  à  toucher  trois  semi-droites  données  est  entiè- 
rement déterminé.  Son  centre  est  le  point  de  rencontre 
des  trois  bissectrices  des  semi-droites  prises  deux  à 
deux. 

Méthode  de  transformation   par  semi-droites 
réciproques. 

9.  Considérons  une  droite  fixe  Q;  traçons  dans  le 
plan  un  cycle  quelconque  K  ayant  pour  centre  le  point  O 
et,  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la 
droite  O,  prenons  un  point  arbitraire  P  {fig.  3). 

Cela  posé,  à  chaque  semi-droite  MN  du  plan  on  peut 

Fig.  3. 


/ 


faire  correspondre  une  autre  semi-droite  de;  la  façon  sui- 
vante. Menons  au  cycle  K  la  tangente  A.B  parallèle  à  MN. 
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joignons  le  point  de  contact  A  an  point  P,  et,  au  point  A7 
où  la  droite  ainsi  obtenue  rencontre  le  cycle,  menons 
la  tangente  A'B' 5  menons  enfin,  par  le  point  M  où  la 
semi-droite  donnée  coupe  la  droite  fixe  Q,  une  semi- 
droite  MIN'  parallèle  à  A' B'. 

MN'  correspond  ainsi  à  MN,  et  il  est  clair,  en  exami- 
nant les  constructions  effectuées,  que  MIN  correspond 
réciproquement  à  MN';  on  dit  que  ces  deux  semi-droites 
sont  réciproques. 

Il  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède  que  : 

i°  Deux  semi-droites  réciproques  se  coupent  sur  la 
droite  û  que  Von  appelle  /'axe  de  transformation-, 

2°  Des  semi-droites  parallèles  ont  pour  réciproques 
des  semi-droites  parallèles. 

10.  Si,  du  point  P,  on  mène  des  tangentes  au  cycle  K, 
on  voit  que  les  semi-droites  parallèles  à  ces  tangentes  sont 
leurs  réciproques  à  elles-mêmes.  H  y  a  donc  deux  séries 
de  semi-droites  parallèles  qui  se  transforment  en  elles- 
mêmes }  ces  semi-droites  font  des  angles  égaux  avec 
l'axe  de  transformation.  Il  est  toutefois  à  remarquer  que 
ces  semi-droites  ne  sont  réelles  que  si  le  point  P  est  ex- 
térieur au  cycle  K. 

11 .  Théorème. —  Deux  couples  quelconques  de  semi- 
droites  réciproques  sont  tangents  à  un  même  cycle. 

Soient,  en  effet,  Q  l'axe  de  transformation,  MN  et  MIV 
deux  semi-droites  réciproques,  SK  une  semi-droite  quel- 
conque du  plan  (fig.  4)- 

Construisons  le  cycle  qui  touche  les  semi-droites  MN, 
MN'  et  SR;  menons  la  droite  NN'  qui  joint  les  points  de 
contact  de  MN  et  de  MN',  et  désignons  par  P  le  point 
où  cette  droite  coupe  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  O  sur  l'axe  Ù.  11  est  clair,  d'après  ce  qui  précède, 
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que  la  transformation  qui  a  pour  axe  Q  et  dans  laquelle 
MN  correspond  à  MiV  peut  être  définie  au  moyen  du 
cycle  K  et  du  point  P.  Si  maintenant  on  remarque  que  P 
est  le  pôle  de  la  droite  Q  relativement  au  cycle  K,  on 


voit  que  la  tangente  RS'  est  la  réciproque  de  SR  ;  les  deux 
couples  de  semi-droites  réciproques  MN  et  MX',  RS  et 
RS' sont  deux  tangentes  au  cycle  K,  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

12.  La  transformation  par  semi- droites  réciproques 
est  aussi  caractérisée  par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

Deux  semi-droites  réciproques  se  coupent  sur  l'axe 
de  transjormation  ;  deux  couples  de  semi-droites  réci- 
proques sont  tangents  à  un  même  cycle  (  *  ). 

Il  est  clair  que  la  transformation  est  entièrement  dé- 
finie quand  on  se  donne  l'axe  de  transformation  et  deux 
semi-droites  réciproques  D  et  D'.  Pour  obtenir  la  réci- 
proque d'une  semi-droite  quelconque  A,  que  Ton  con- 
struise le  cycle  tangent  à  J),  D'  et  A,  et  que,  par  le 
point  M  où  A  coupe  l'axe  de  transformation,  on  mène  la 


(')  La  transformation   par  rayons  vecteurs  réciproques  i 
ment  caractérisée  par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

Deux  points  réciproque»  sont  situes  sur  une  droite  passant  par 
le  pôle  de  transformation  : 

Deux  couples    de    points    réciproques   sont   situes  sur  un  menu- 
cercle. 
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deuxième  tangente  au  cycle,  cette  tangente  sera  la  semi- 
droite  cherchée. 

13.  Considérons  une  courbe  K  comme  l'enveloppe 
d'une  semi-droite  mobile  A,  la  réciproque  A7  de  A  enve- 
loppera une  courbe  K/  qu'on  appelle  la  transformée 
de  la  courbe  K. 

Théotœme.  —  Quand  on  effectue  une  transformation 
par  semi-droites  réciproques,  un  cycle  a  pour  trans- 
formé un  autre  cycle. 

Soit  û  l'axe  de  transformation,  et  considérons  un  cycle 

Fis;.  5. 


quelconque  K  coupant  l'axe  aux  points  A  et  B.  Menons 
à  ce  cycle  des  tangentes  MN"  et  M'JV  parallèles  à  la  di- 
rection des  semi-droites  qui,  dans  la  transformation,  sont 
leurs  réciproques  à  elles-mêmes,  et  désignons  par  P  le 
point  de  rencontre  de  ces  droites  (fig-  5). 

Cela  posé,  construisons  le  second  cycle  K'  qui,  pas- 
sant par  les  points  A  et  B,  touche  les  semi-droites  PM  et 
PM';  je  dis  que  le  cycle  K/  est  le  transformé  de  K. 

On  voit  en  effet  que  la  transformation  est  définie  par 
l'axe  0,  le  cycle  K  et  le  point  P  (9). 

Par  le  point  P,  menons  une  sécante  quelconque   cou 
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pant  le  cycle  K/  au  point  a  et  le  cycle  K  aux  points  fi 
et  y.  On  sait  que  les  tangentes  menées  en  a  et  v  se  cou- 
pent en  un  point  T  de  l'axe  radical  Û  des  deux  cycles  -, 
d'ailleurs,  (jo  est  parallèle  à  aT:  il  résulte  donc  de  la 
définition  donnée  plus  haut  (9)  que  aT  et  yT  sont 
deux  semi-droites  réciproques.  L'enveloppe  des  réci- 
proques des  semi-droites  qui  enveloppent  K  est  donc  le 
cycle  K/:  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

14.  On  voit  ainsi  qu'un  cycle  K  a  pour  réciproque 
un  cycle  K'.  La  relation  qui  existe  entre  deux  cycles  ré- 
ciproques est  caractérisée  par  les  deux  propriétés  sui- 
vantes : 

i°  Leur  axe  radical  est  l'axe  de  transformation  : 

2°  Leurs  tangentes  communes  sont  parallèles  à  deux 
directions  fixes,  à  savoir  aux  directions  des  semi-droites 
qui  se  transforment  en  elles-mêmes. 

Désignons  respectivement  par  R  et  R'  les  rayons  des 
deux  cycles  (ces  quantités  étant  données  en  grandeur  et 
en  signe)  et  par  D  et  D'  les  distances  de  leurs  centres  à 
l'axe  ('). 

La  première  propriété  donne  la  relation  suivante  : 

et  la  deuxième,  la  relation 

(i)  D  —  D'  =  a(R  —  R'), 

où  a  désigne  une  constante  caractérisant  la  transforma- 
tion; d'où  encore,  en  combinant  ces  deux  relations, 

(2)  D-4-D'=i(R-f-R'). 


(l)  On  doii  ici  considérer  l'axe  «!•'  transformation  comme  une 
sejni  droite,  en  lui  donnant  un  sens  arbitraire,  >\^  sorte  <i<h-  h  <-i  h 
sont  aussi^  déterminés  en^grandeur  el  en  signe. 
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On  en  déduit 

_  D(a2+-i)  —  2aK 
i  —  a2 
et 

_  P.aD  — R(i  +  a2) 

I  —  a2 

Le  cycle  K/  est  ainsi  complètement  déterminé,  quand 
le  cycle  K  est  donné,  puisque  l'on  connaît  la  distance  de 
son  centre  à  l'axe  et  son  rayon. 

Remarques.  —  Le  cycle  K'  se  réduit  à  un  point,  si 
R'=  o,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

Ra2-2aD  +  R  =  o, 
d'où 

a  =  D  ±  y/D2  —  R2 . 

Il  en  résulte  qu'un  cycle  étant  donné,  ainsi  que  l'axe  de 
transformation,  on  peut  toujours  déterminer  le  mo- 
dule a  de  la  transformation,  de  façon  que  ce  cycle  ait 
pour  transformé  un  point,  dans  le  cas  où  ce  cycle  ne 
coupe  pas  l'axe.  En  désignant,  en  effet,  par  R  son  rayon 
et  par  D  la  distance  de  son  centre  à  l'axe,  on  voit  que, 
D2  —  R2  étant  positif,  l'équation  précédente  détermine 
pour  le  module  a  deux  valeurs  réelles. 

SoitK(fîg.6)  le  cycle  donné;  de  son  centre  O  abaissons 

Fig.  6. 


une  perpendiculaire  OP  sur  l'axe  de  transformation, et  de 
son  pied  P  comme  centre  décrivons  le  cercle  qui  coupe 
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orthogonalement  le  cycle  donné.  Ce  cercle  coupe  la 
droite  OP  en  deux  points  A  et  B;  on  prouvera  aisément 
qu'il  y  existe  une  transformation  telle  que  les  tangentes 
au  cycle  K  aient  pour  réciproques  les  semi-droites  qui 
se  croisent  au  point  A.  Il  y  existe  également  une  autre 
transformation  dans  laquelle  le  point  Best  le  réciproque 
du  cycle  K. 

2°  Une  transformation  étant  définie  par  l'axe  de  trans- 
formation û  et  par  le  module  oc,  il  y  existe  une  infinité 
de  cycles  qui  ont  pour  transformés  des  points;  ils  sont 
définis  par  la  relation 

R  2a 

D  "  a2  -f-  r 

Leur  propriété  caractéristique  est  que  leur  raj  on 
'varie  proportionnellement  à  la  distance  de  leur  centre 
à  V axe;  elle  présente  une  grande  importance  dans  l'ap- 
plication de  la  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques à  la  théorie  des  anticaustiques  par  réfraction. 

15.  Théorème.  ■ —  La  distance  tajigentielle  de  deux 
cycles  est  égale  à  la  distance  tan genti elle  des  deux 
cycles  correspondants . 

Considérons,  en  effet,  deux  cycles  ;  désignons  respec- 
tivement par  R  et  /•  leurs  rayons,  par  D  et  d  les  di- 
stances de  leur  centre  à  l'axe  de  transformation.  par/»  la 
projection  sur  cet  axe  de  la  droite  qui  joint  leurs  centres, 
et  par  T  leur  distance  tangentielle;  on  aura  évidem- 
ment 

T-  =p* +  (D  —  dy  —  (R  —  /-)2. 

Soient  de  même  IV  et  iJ  les  rayons  des  cycles  trans- 
formés, D'  et  d'  les  distances  de  leurs  rentres  i\  Taxe,  el 
T'  leur  distance  tangentielle.  Si  l'on  remarque  que  deux 
cycles  réciproques  nul  leurs  rentres  sur  une  même  per- 
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pendiculaire  à  l'axe,  il  est  clair  que  l'on  a 

T'-  — ^-{-(D'  —  d'Y—  (R'  —  r')\ 
Or  les  formules  données  plus  haut  donnent  aisément 

D'  -  d'  =  .(D-^)(»2-+-0-2«(R-  r  i 


R 


/ _./ 


I  —  a- 
2a(D— fif)  —  (a2 -H  i)(R  —  r) 


i  —  a." 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  il 
viendra,  toutes  réductions  faites, 

T'2  =p2  -+-  (  D  —  dy  —  (  R  —  r  Y  =  T2  ; 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée  (  '  ). 

APPLICATIONS    DE    LA    MÉTHODE. 

16.  Soient  trois  cycles  K,  K/  et  K/'  ayant  respective- 
ment pour  centre  les  points  O,  O'  et  O" .  Soient  P"  le 
centre  de  similitude  des  cycles  O  et  O',  P'  le  centre  de 
similitude  des  cycles  O  et  O" .  Supposons  que  la  droite 
P'P"  ne  coupe  pas  le  centre  0}  en  prenant  cette  droite 
pour  axe  de  transformation,  nous  pourrons  toujours,  en 
choisissant  convenablement  le  module  de  la  transfor- 
mation, transformer  le  cycle  O  en  un  point  w.  Les  deux 
tangentes  P"A  et  Pr/B  auront  pour  transformées  les  semi- 
droites  opposées  déterminées  par  les  points  V"  et  to^  le 
cycle  K/,  étant  tangent  à  V'k.  et  P;/B,  aura  pour  trans- 


(l)  Relativement -à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, le  théorème  analogue  est  le  suivant  :  L'angle  sous  lequel  se 
coupent  deux  cercles  est  égal  à  V angle  sous  lequel  se  coupent  les 
cercles  correspondants. 

Ce  théorème  s'étend  à  deux  courbes  quelconques,  et  de  même  dans 
la  transformation  par  semi-droites  réciproques  : 

Si  une  semi-droite  A  touche  deux  courbes  aux  deux  points  a  et  b, 
et  si  la  semi-droite  réciproque  A'  touche  tes  courbes  transformées 
aux  points  a'  et  b',  les  deux  longueurs  ab  et  a'b'  sont  égales. 
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forme  un  cycle  tangent  à  ces  demi-droites  opposées,  et. 
par  conséquent,  un  point  tù*  qui  sera  l'intersection  de 
P  '  cj  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  O7  sur  1  axe  PP. 
Les  deux  tangentes  PC  et  PD  (fig-  7)  auront  pour 
transformées  les  semi-droites  opposées  déterminées  par  la 

-    - 


droite  P'co,  et  il  est  clair  que  lecvcleO  .  qui  touche  P'C  et 
P'D.  aura  pour  transformé  le  point  <.•/'.  où  Plj  rencontre 
la  perpendiculaire  abaissée  de  O"  sur  l'axe  P7?*.  Si  l'on 
considère  maintenant  les  deux  tangentes  communes  aux 
cycles  K'K'.  elles  auront  pour  transformées  les  semi- 
droites  opposées  déterminées  par  les  points  t*'  et  o/;.  D  où 
il  i<>ulte  que  ces  tangentes  se  coupent  au  point  P  où  la 
droite  o/o/'  rencontre  PP  '.  et  de  la  une  démonstration 
nom  elle  de  cette  proposition  rappelée  plus  haut  :  I 
trois  centres  de  similitude  de  trois  n  (  les  consid 
deux  a  deux   1  11   li^ne  droite:  il  suit  de  1 

ment  que  si  trois  -  font  tels  que  la  droite,  qui  con- 

tient leurs  centres  de  nmilitiuie,  ne  les  rencontre  pu-, 
on  peut,  par  une  transformation  par  serni— droites  réci- 
proi/ues,  les  transformer  en  trois  points  (*). 


La    propi 
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17.  La  transformation  par  semi-droites  réciproques 

peut  servir,  comme  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  soit  à  simplifier  la  solution  de  cer- 
tains problèmes,  soit  à  généraliser  diverses  propriétés 
des  figures. 

18.  Pour  en  donner  un  exemple  simple,  considérons 
le  problème  suivant  :  Construire  un  cycle  touchant  trois 
cycles  donnés. 

Supposons  que  les  cycles  donnés  K,  K'  et  K"  soient 
tels  que  la  droite  qui  contient  leurs  centres  de  simili- 
tude ne  les  coupe  pas,  nous  pouvons,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, en  prenant  cette  droite  pour  axe  de  transformation, 
transformer  les  cycles  donnés  en  trois  points  w,  to'  et  to" '. 
Le  cercle  passant  par  ces  points  détermine  deux  cycles 
opposés  H  et  H'  dont  les  réciproques  seront  les  solutions 
du  problème.  Deux  cycles  opposés  rencontrant  l'axe  de 
transformation  aux  mêmes  points,  il  en  est  de  même  de 
leurs  réciproques;  d'où  il  suit  que  le  problème  pro- 
posé a  deux  solutions,  et  que  l'axe  radical  des  deux  cycles 
qui  satisfont  a  la  question  est  l'axe  de  similitude  des 
cycles  donnés. 

Le  problème  de  mener  un  cercle  tangent  à  trois 
cercles  donnés  se  ramène  immédiatement  au  précédent. 
On  peut,  en  efïet,  donner  à  un  des  cercles  un  sens  arbi- 
traire, de  façon  à  le  transformer  en  un  cycle  ;  on  trans- 
formera également  les  deux  autres  cercles  en  cycles  en 
fixant  leur  direction,  ce  qui  pourra  se  faire  de  quatre 
façons  différentes.  A  chaque  groupe  de  cycles  corres- 
pondent deux  solutions;  le  problème  proposé  aura  donc 
en  tout  huit  solutions. 


par  rayons  vecteurs  réciproques  esi  la  suivante  :  Lorsque  deux 
cercles  se  coupent,  on  peut  toujours  les  transformer  en  deux 
droites. 
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19.  Un  point  décrivant  dans  un  sens  déterminé  une 
semi-droite  ou  un  cycle,  si  l'on  emploie  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  voit  que  le 
point  transformé  décrit  une  autre  semi-droite  ou  un  autre 
cycle  (lequel  peut  se  réduire  à  une  semi-droite  quand 
le  pôle  de  transformation  est  sur  le  cycle  considéré). 

On  peut  souvent,  avec  avantage,  employer  simulta- 
nément la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques et  la  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques. Ainsi,  en  général,  étant  donnés  cinq  cycles,  on 
peut,  par  deux  transformations  successives,  les  trans- 
former en  deux  semi-droites  et  en  trois  points.  En 
effet,  si  deux  des  cycles  se  coupent,  par  une  première 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on 
pourra  les  transformer  en  deux  semi-droites.  Les  trois 
autres  cycles  ayant  pour  transformées  K,  R'  et  K", 
si  l'axe  de  similitude  de  ces  cycles  ne  les  rencontre  pas, 
on  pourra,  par  une  transformation  par  semi-droites  ré- 
ciproques, les  transformer  en  trois  points,  tandis  que  les 
semi-droites  se  transformeront  en  semi-droites. 


ÉQUATION  EN  S  DE  DEGRE  m  ET  DÉCOMPOSITION 
D'UNE  FORME  QUADRATIQUE  EN  CARRES 

[f.n  (•)]; 

Par  M.  WALEGKI, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Footanes. 


1 .  Soity(x,  j  ,  .  .  . ,  z)  une  fonction  homogène,  refile 
du  second  degré,  des  ///  variables  xfj z. 


<  '  )   Vlémc  Tome,  p.  i«">i 
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Par  la  substitution 


'  x  —  0L{.r'  -H  a2y'  -h.  .  .-\-<*ms'i 


, -;K=  M' +  P«/+-- •+?«*'. 

(0 


Yi,r   "i-  Ï2ty   -+-•••  -f-  7 /«  -3  , 


il  vient  identiquement 

(2)  /(#,>, ...,  .ir=À^+2uy  +  By2  +  ...4-c^. 

,1e  dis  que  l'on  a 

(3)         ^=«i/«1+piA+...+Yi/;> 

(4)  L  =  a2/;i-+-p2/;l+...4-72/;, 

où  les  y7  désignent  les  demi-dérivées  de  f. 

En  effet,  pour  isoler  A  dans  le  second  membre  de  (  i  ), 
il  suffit  de  prendre  la  demi-dérivée  du  second  membre 
par  rapport  à  x\  puis  d'y  faire  x'  égal  à  l'unité,  les 
autres  variables  y\  . . . ,  d  nulles. 

J'effectue  les  mêmes  opérations  sur  le  premier  membre, 
regardé  comme  fonction  composée,  et  j'obtiens  l'éga- 
lité (3). 

De  même  j'aurai  (4)  en  égalant  les  demi-dérivées  des 
deux  membres  de  (2),  prises  par  rapport  à  jf,  et  où  je 
fais  ensuite  x'  égal  à  l'unité,  les  autres  variables  nulles. 

On  peut  remarquer  que  le  second  membre  de  (4)  ne 
change  pas  par  l'échange  des  indices  1  et  2. 

2.  Je  suppose  maintenant  que  la  substitution  (1) 
réduise  y  (.r,j),|. .  ,,  z)  à  la  forme|canonique 

et  que  cette  substitution  soit  orthogonale,   c'est-a-dire 
réduise  x2  -h y2  -f- .  .  .  -+- z2  à  x'2  -f-  ')"-  -f-  .  .  .  -H  z!2. 
Par    cette    substitution,    on    aura,    quel   que    soit    S, 
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l'identité 

(0)  j      ==  (A  -  S)^'2  h-  (B  —  S)/2  +. .  .  +  (G  —  S)v'2, 

où  je  regarde  maintenant  x\y\  .  .  . ,  s'  comme  des  fonc- 
tions indépendantes  de  .r,  j,  ...,  2,  définies  par  la 
substitution  inverse  de  (1). 

Si  aucun  des  coefficients  A  —  S,  13  —  S,  ...,  C  —  S 
n'est  nul,  le  premier  membre  de  (5)  est  décomposable 
en  7?z  carrés  indépendants,  son  discriminant  est  différent 
de  o;  si  l'un  de  ces  coefficients  est  nul,  le  discriminant 
est  nul}  d'ailleurs  ce  discriminant  est  le  premier  membre 
de  l'équation  en  S  poury(.r,jv",  .  .  . ,  z). 

Donc  l'équation  en  S  admet  pour  seules  racines  les 
coefficients  de  la  forme  canonique  obtenue  par  une  substi- 
tution orthogonale,  si  la  réduction  est  possible. 

De  plus,  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
(5),  quand  on  remplace  S  par  A,  par  exemple,  admettent 
des  solutions  non  nulles  :  celles  qui  annulent  j\  .  .  . ,  z' 
et  non  x'.  Si  je  prends  x'  égal  à  1,  les  valeurs  corres- 
pondantes des  variables  x,  y,  .  .  . ,  z  sont,  en  vertu  de 
(1),  a,,  p,,  .  ..,  y{  :  donc  on  a 

;A,  !  A-Afc=o, 

(G)  ; 



\/;-aVi=c, 

Donc  enfin,  si  la  réduction  est  possible,  le  coefficient 
A  du  carré  x'2  dans  la  forme  réduite  est  une  racine  de 
l'équation  en  S;  les  coefficients  de  x'  dans  la  substi- 
tution (1)  sont  un  système  de  solutions  non  nulles  des 
équations  (6). 

',\.    Il    faut     voir    maintenant    si    les    coefficients    linsi 
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dénnis  déterminent  effectivement  une  substitution  ortho- 
gonale et  réduisent  la  fonction. 

Je  suppose  d'abord  que  toutes  les  raeines  de  l'équation 
en  S  soient  distinctes;  à  l'une  Si  correspond  un  système 
de  solutions  en  a,,  p,,  .  .  .,  y,  que  je  détermine  par  la 
condition 

à  une  autre   S2    correspondra  un   second    système   a2, 
!^2i  »  •  •?  Y2'  ^e  ^1S  cIue  l'on  a 

al  a2  H-  Pi  P2  +  •  •  •  +  Tl  Ï2  =  °- 

En  effet,  si  j'ajoute  membre  «à  membre  les  équa- 
tions (6)  après  multiplication  par  a2,  (32,  ...  .,  y2,  et 
en  y  mettant  S,  à  la  place  de  A  il  reste 

«2/.,  4-  P2A  ■+-...+  "fc/i,  =  St  (ata2  +  p4  p2  + . . .  -+-  Vl  7,  .): 

on  aurait  de  même  légalité  qui  s'en  déduit  par  l'échange 
des  indices  i  et  i. 

Comme  l'échange  des  indices  ne  change  pas  le  premier 
membre  et  que  S,  est  différent  de  S2,  il  faut  que  l'on  ait 

ata2    -1-  px  p2    -h... -t-7iYï   ==0, 

a2./;-+-p2A+.-.+T-2/;=o. 

La  première  et  les  analogues  montrent  que  la  substi- 
tution est  orthogonale. 

La  seconde  et  les  analogues  montrent  que  cette  substi- 
tution annule  les  coefficients  des  rectangles  et  donne  à  la 
fonction  la  forme  canonique. 

Enfin,  on  vérifie,  en  ajoutant  membre  «à  membre  les 
égalités  (6)  après  multiplication  par  a,,  (3,,  .  .  .,  y,  et 
en  y  remplaçant  A  par  la  racine  §{  de  l'équation  en  S, 

qui  exprime  que  le  coefficient  du  carré  x'~  est  bien  la 
racine  S<  qui  a  donné  les  coefficients  a,,  (3, ,  .  . .  ,  y, . 
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4.  Je  suppose  enfin  que  l'équation  en  S  ait  des  racines 
multiples.  Au  lieu  que  la  substitution  orthogonale, 
propre  à  la  réduction,  soit  déterminée  d'une  façon  unique, 
elle  pourra  être  choisie  de  plusieurs  manières. 

A  chaque  racine  simple  correspond  une  colonne  de 
coeiïïcients  de  la  substitution  (i),  comme  dans  le  cas 
précédent. 

A  une  racine  multiple  en  correspondront  plusieurs  : 
pour  S  racine  multiple  d'ordre  p  de  l'équation  en  S,  les 
équations  (6),  où  l'on  remplace  A  par  S,  se  réduisent  à 
m  —  p  distinctes.  Je  choisis  arbitrairement  un  premier 
système  de  solutions  vérifiant  aj  -4-  p J  -f- . .  « -+-  yJ  ==  i . 

Puis,  j'en  choisis  un  second  en  associant  aux  mêmes 
équations  la  condition 

ata2  -f-  pt  p2  -h .  . .  +  7i  Ys  =  o, 

et  ainsi  de  suite,  de  façon  a  obtenir  des  colonnes  de 
coefficients,  qui,  par  l'adjonction  de  ces  conditions, 
satisfont  entre  elles  et  avec  les  autres  à  la  condition 
d'orthogonalité. 

Parmi  les  coefficients  qui  répondent  à  cette  racine 
multiple  d'ordre  p,  on  en  peut  choisir  arbitrairement  un 
nombre  donné  par 

i  /)--  i)  +  {p-"2)  -+-...  -+-i=^- 

Quel  que  soit  le  choix  fait,  mo3'ennant  ces  conditions, 
la  forme  réduite  sera 

S,,  S2,  •  •  - ,  SOT  étant  les  racines  de  l'équation  en  S.  <t 
chacune  d'elles  étant  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité. 
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CONSTRUCTIONS  GÉOMÉTRIQUES  DE  LA  TANGENTE 
ET  DU  HAYON  DE  COURBURE  DES  SECTIONS  FLANES  DU  TORE; 

Par  M.  LAQUIÈRE. 


Considérons  le  tore  comme  l'enveloppe  d'une  sphère 
de  rayon  constant  r,  dont  le  centre  décrit  un  cercle  de 
rayon  a.  Un  plan  quelconque  sera  défini  par  l'angle  c? 
qu'il  fait  avec  Taxe  du  tore,  ou  axe  du  cercle  lieu  des 
centres,  et  la  distance  p  du  point  Q,  où  il  coupe  Taxe,  au 
centre  de  la  surface. 

Cela  posé,  les  centres  des  sphères  enveloppées  par  le 
tore  auront  pour  projection  une  ellipse  de  rayons  prin- 
cipaux a  et  a  sin<p,  ce  dernier  dirigé  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan  sécant,  en  supposant  l'axe  du 
tore  vertical.  Ces  projections  seront  les  centres  des  cer- 
cles d'intersection  du  plan  sécant  avec  les  sphères  enve- 
loppées, cercles  dont  l'enveloppe  sera  elle-même  la 
courbe  d'intersection  du  tore  et  du  plan  considéré. 

Les  lignes  de  contact  des  sphères  avec  le  tore  étant  des 
méridiens  de  la  surface  sont  contenues  dans  des  plans 
passant  par  l'axe,  et  par  suite  les  cordes  de  contact  des 
cercles  enveloppés  par  la  courbe  d'intersection  du  plan 
et  de  la  surface  passent  toutes  par  le  point  Q:  où  le  plan 
est  percé  par  l'axe.  De  plus,  comme  cordes  d'intersection 
de  deux  cercles  infiniment  voisins,  elles  sont  perpendi- 
culaires à  la  ligne  des  centres,  c'est-à-dire  à  la  tan- 
gente à  l'ellipse  lieu  des  centres.  Ainsi  : 

Le  diamètre  polaire  de  la  section  plane  du  tore  est  la 
podaire,  par  rapport  au  point  Û,  de  l'ellipse  projection  du 
cercle  directeur  de  la  surface  canal.  Mais,  d'autre  part,  le 

Ann.  de  Mathémat.,  3e  série,  t.  I.  (Décembre   188a.)  36 


(  562  ) 

produit  des  distances  du  pôle  ù  aux  deux  points  de  la 
courbe  situés  sur  le  même  rayon,  et  ayant  pour  milieu 
un  point  de  la  podaire  à  l'ellipse,  est  constant  et  égal  à  la 
puissance  [a2  -+- p2 —  7'2)  du  point  Û  par  rapport  aux 
sphères  enveloppées.  Les  points  de  la  courbe  d'inter- 
section se  déterminent  donc  avec  la  plus  grande  facilité 
par  la  construction  suivante  : 

Sur  un  diamètre  A  A'  du  cercle  O  de  rayon  a  (fig-  i), 
prenons  OF  =  OF'  =  a  cos<p.  L'ellipse  auxiliaire   aura 

Fig.  i. 


/()F~aOarz  o 


() 


rrr 


AA'  pour  grand  axe  et  F,  F'  pour  foyers.  Sur  le  rayon 
perpendiculaire  à  AA',  prenons  OQ  =  p  coso  ;  le  point  Q 
sera  la  trace  de  l'axe  du  tore  sur  le  plan  sécant;  enfin, 
autour  du  point  Q,  traçons  un  cercle  de  rayon 


Menons  les  parallèles  FQ,  F'Q'  au  rayon  vecteur  QP, 
sur  lequel  nous  voulons  déterminer  les  points  de  la 
courbe  d'intersection.  La  corde  QQ;  du  cercle  O  de 
rayon  a  sera  tangente  à  1  ellipse  des  centres  au  centre 
du  cercle  sur  lequel  se  trouvent  les  points  S  et  S' cherchés. 
Menons  la  parallèle  QP  à  ces  droites.  Son  pied  P  sur 
(^)Q;  sera  le  point  de  la  podaire,  milieu  des  points  cher- 
chés, et  si,  sur  cette  droite,  de  part  et  d'autre  du  point  P. 
on  rabat  la  tangente  PT  menée  de  ce  point  au  carcl< 
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les  extrémités  S  et  S'  de  ces  rabattements  seront  les  points 
cherchés  de  la  courbe  d'intersection. 

Cette  construction  permet  d'écrire  immédiatement  l'é- 
quation de  la  courbe  en  coordonnées  polaires,  en  prenant 
la  droite  ÛO  pour  axe  polaire  et  0  pour  pôle  : 

p2  H-  2p(<2  y'sin2co  4-  sin2cp  cos2co  —  p  sincp  costo) 

-+-  a2  —  /,2  4-  p2  —  o. 

Construction  de  la  tangente.  —  Considérons  le 
point  S  de  la  courbe  que  l'on  sait  construire  ainsi  qu'il 
précède  (Jïg.  2).  Joignons-le  au  point  M  où  la  droite  QQ' 

Fig.  2. 


touche  l'ellipse  auxiliaire,  intersection  de  QQ*  avec  la 
droite  qui  joint  le  foyer  F  au  point  H  symétrique  du 
second  foyer  par  rapport  à  cette  droite. 

La  droite  SM,  rayon  du  cercle  enveloppé  par  la  courbe 
d'intersection,  sera  la  normale  à  cette  dernière. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  le  plan  sécant  serait  bi- 
tangent  au  tore,  le  point  Ù  se  confondrait  avec  O  et  les 
longueurs  OS,  OS'  seraient  respectivement  égales  à  F'Q' 
et  FQ.  Les  points  F  , S  ,H  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que 
leurs  analogues.  Par  conséquent  la  normale  SM  passe 
par  le  loyer  F,  et  la  normale  S'M  par  le  foyer  F',  ce  qui 
fournit  une  démonstration  du  théorème  de  M.  Yvori  Vil- 
larceau. 
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Rayon  de  courbure.  —  On  sait  que,  pour  obtenir  le 
centre  de  courbure  o-  de  l'ellipse  au  point  M,  il  suffit  de  : 

i°  Elever  jin'  perpendiculaire  à  la  normale  par  le  pied 
n  de  celle-ci  sur  l'axe  transverse  (fig-  3)  *, 

2°  Mener  par  le  point   n'  où  cette    perpendiculaire 


Fi: 


coupe  le  rayon  vecteur  F' M  une  perpendiculaire  n' ?  à  ce 
rayon  vecteur; 

3°  L'intersection  de  cette  dernière  avec  la  normale  est 
le  centre  a-  de  courbure. 

Ce  point  déterminé,  par  la  trace  û  de  l'axe  du  tore  sur 
le  plan  sécant  élevons  Qto'  perpendiculaire  au  rayon  po- 
laire QS  de  la  courbe  d'intersection  (parallèle  à  la  nor- 
male M/z  au  point  correspondant  de  l'ellipse  qui  déduit 
la  normale  SM).  Du  point  <o',  où  cet  le  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  SMw'  à  la  courbe  d'intersection, 
élevons  à  cette  normale  une  perpendiculaire  u/«af  qui 
vient  couper  en  a/ le  rayon  polaire. 

La  droite  o/'cr  qui  joint  le  point  to"  au  centre  de  cour- 
bure de  l'ellipse  déterminera  le  centre  de  courbure  I  de 
la  courbe  d'intersection  par  sa  rencontre  avec  la  nor- 
male SM. 
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Eu  effet,  soient  S'  et  M'  les  points  correspondants  de 
la  courbe  et  de  l'ellipse  infiniment  voisins  de  S  et  M.  Le 
centre  de  courbure  cherché  S  sera  l'intersection  des  deux 
normales  SM  et  S' M!  infiniment  voisines.  Or  les  droites 
OS' et  aM'  étant  parallèles,  comme  toutes  les  deux  per- 
pendiculaires à  la  tangente  à  l'ellipse  an  point  M',  les 
angles  infiniment  petits  SOS'  et  Mo- M' sont  égaux.  Donc, 
s  étant  l'intersection  de  OS'  avec  la  perpendiculaire  Sss' 
à  OS,  c'est-à-dire  la  parallèle  à  MM',  on  a  l'égalité 

Ss    _  QS 
MM7  ~  olvï' 

De  plus,  si  nous  désignons  par  s' l'intersection  de  cette 
même  parallèle  avec  la  normale  voisine  qui  est  perpen- 
diculaire à  SS',  dans  le  triangle  infinitésimal  S/S'  dont 
tous  les  angles  sont  finis,  la  longueur  Ss  est  la  projection 
de  SS'  qui  est  elle-même  la  projection  de  Ssf.  La  figure 
formée  par  les  quatre  points  S,  5,  S',  sf  est  donc  semblable  à 
celle  que  nous  avons  construite  avec  les  points  S,  0,  a/,  oj" 
qui  leur  correspondent,  puisque  l'angle  OSto'  est  égal  à 
s §sf.  En  conséquence, 


d'où 
Or  on  a 
Donc 


Ce  qui,  en  vertu  du  parallélisme  des  droites  Sto"  et 
Mo-,  justifie  la  construction  indiquée  ci-dessus  du  centre 
de  courbure  S. 


S  s' 

Sco" 

Ss 

-  Si>' 

S  s' 

Sco" 

MM' 

"  Ma 

SX 

S  s' 

M  S 

MM' 

SX 

Sco" 

M  S 

:  Ma  * 
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